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Zur Theorie der starken Kopplung zwischen Nucleonen und 
pseudovektoriellen Mesonen 
von Klaus Ridenberg. 
(19. VIT. 1950.) 


Wenn man aus den Mesonfeldtheorien die Kernkrafte berechnen 
will, steht die tatsachliche Starke der Wechselwirkung einer er- 
folgreichen Anwendung der iiblichen, eine schwache Kopplung 
voraussetzenden, Stérungstheorie bekanntlich im Wege. Um dies 
Hindernis zu iiberwinden, hat G. WeNtTzEL vorgeschlagen, eine 
Entwicklung nach fallenden anstatt nach steigenden Potenzen des 
Kopplungsparameters vorzunehmen, was die Annahme einer sehr 
starken Kopplung zwischen Mesonen und Nucleonen impliziert. 
Seither sind Rechnungen in diesem Sinne an den verschiedenen 
Varianten der Mesontheorie mit Ausnahme des Pseudovektorfeldes 
ausgefiihrt worden, und es haben sich dabei Widerspriiche mit der 
Erfahrung ergeben’). 

Um die Sachlage vdllig klairen zu kénnen, ist es nétig, auch das 
pseudovektorielle Mesonfeld in starker Kopplung an Nucleonen 
zu untersuchen. Dieser Feldtypus ist bisher etwas stiefmiitterlich 
behandelt worden, vermutlich weil er bei schwacher Kopplung 
abstossende Krafte fiir das Zwei-Nucleon-Problem liefert?). Diese 
Tatsache sollte indessen zu keinem Vorurteil fiihren, da die starke 
Kopplung neue Verhiltnisse schafft, infolge derer die Krifte 
zwischen zwei Nucleonen ganz allgemein die Tendenz haben, fiir 
kleine Abstiande anziehend zu werden’). 

Die vorliegende Arbeit will einen ersten Beitrag zur Ausfiillung 
der erwaihnten Liicke leisten. Die Hauptziele sind, unter Zugrunde- 
legung der beiden bekannten Kopplungsansatze des Pseudovektor- 
feldes?) die ,,lsobaren-Energie“ und die statischen Kernkriafte bei 
starker Kopplung in der iiblichen Naherung zu berechnen, und 
zwar fiir eine ladungs-symmetrische Theorie. — Weitere Fragen, 
wie die nach dem Sattigungscharakter der abgeleiteten Krafte oder 
nach dem magnetischen Moment von Proton und Neutron, sollen 
hier ausser Betracht bleiben. 

Die allgemeinen Linien der Untersuchung entsprechen dem in 
diesem Gebiet bisher angewendeten Schema und dhneln speziell 
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der Behandlung des Vektorfeldes durch G. WentzEL‘*). Unser 
Wechselwirkungsansatz ist von jenem Fall jedoch deutlich ver- 
schieden, insbesondere koppelt jeder seiner beiden Terme longi- 
tudinale und transversale Mesonen zugleich. 


I. Hamiltonfunktion und passende Feldvariable. 
§ 1. Lagrange- und Hamiltonfunktion fiir das Ein-Nucleon- Problem. 


Das reelle Pseudovektorfeld, mit dessen Betrachtung wir begin- 
nen, besteht aus den reellen Feldfunktionen (y, 2 ys Yo). Bei 
einer Lorentztransformation der Raumzeitkoordinaten (x, 2 X3 24 
= ict) transformiert sich (y, Yo Y3 Ys = 1% Yo) als Pseudovektor, 
d.h. der Vierervektortransformation ist noch die Multiplikation 
mit der Determinante (+1) der Lorentztransformation hinzu- 
zufiigen. In der Lagrangefunktion des Feldes 


L=1,+L' (1.1) 
charakterisiert 
1 Slow ows 1 ae 
tg on ae) 3 EF (1.2) 
das Vakuumfeld®). (Wir setzen i = c = 1, « = Mesonruhmasse mit 
der Dimension einer reziproken Lange. Im Vakuum stimmen Vek- 
tor- und Pseudovektorfeld iiberein.) L’ stellt die Wechselwirkung 
mit dem Nucleon dar. Wir denken es als ruhend vorgegeben, wie 
man es in der starken Kopplung bisher stets angenommen hat, eine 
Beriicksichtigung der Riickwirkung auf das Nucleon ist noch nicht 
versucht worden. — Um L’ zu finden, gehen wir von dem Kopp- 
lungsansatz aus, den N. Kemmer fiir den allgemeinen Fall der 
nichtstatischen Wechselwirkung zwischen einem Pseudovektorfeld 
und einem Dirac-Nucleonfeld abgeleitet hat?): 


—~{¢3"8,y,4LL 3K, (oh — 2%) (1.3) 
| ~ » Yy be i. HY*\ Oxy Ox | 7 
Hierin sind f,g zwei reelle Kopplungsparameter und die S, R,, aus 


den Dirac-Nucleon-Spinoren ® = (®, ®, ®, ®,) und den Dirac- 


Matrizen 7; Y2 V3 Ya Vs = V1 V2 V3 Yar 95 = — UY Yr (FKL zykl.) gebildet 
geméass: 


S,=@Fo,®, o,=—-1y,%,, O=—Y; (1.4) 
(j, &, U: (zykl. Perm. v. 123) 


R,,,= * 0,,,®, O5n = Vi» 04; =10j;B=YnViVa; 0,,=0 (1.5) 
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D.h. Sy, ist der duale Pseudovektor zum antimetrischen Tensor IIT. 
Stufe (— Oty, y,y, ), (A, alle verschieden, + =1@* y,); und R,, 
ist der duale Pseudotensor zum antimetrischen Tensor II. Stufe 
(—i@+y,y,®), (u+v). Damit ergibt sich fiir L’ die zu fordernde 
relativistische Invarianz. — Beschrinken wir uns nun im Sinne 
der Annahme eines ruhenden Nucleons auf die unrelativistische 
Naherung ®,= ©,=0, {®, O,}={p, y_}= 9, so vereinfacht 
sich der Kopplungsansatz (1.3), wenn man fiir die Diracmatrizen 
die tibliche Darstellung wahlt, zu 


L' = —(8- [fv +£i(5% —grad vs)}) (1.6) 
v= (vives) S=o*og 
wo jetzt @ = (0, 0,03) die Paulischen Spinmatrizen sind. 

Indem wir in der Lagrangefunktion (1.1, 2,6) nun 8 als die vor- 
gegebenen Quellen des Feldes behandeln, erhalten wir die Feld- 
gleichungen des Pseudovektorfeldes y. Zur Transformation in die 
kanonische Form ist zu bemerken, dass z,=0 wird, da L nicht 
von y, abhingt. Wie in der Vektortheorie wird der Ubergang in die 
Hamiltonsche Form dadurch méglich, dass man y, aus den Feld- 
gleichungen eliminiert. Diese Methode®) fiihrt uns zu der Hamilton- 
funktion § = §) + §’: 

1 


So Eur fotdesas Liem] 


we 
$'-(8-|fr+—£-a}) (1.8) 


WO %=(m,7%_%3) das zu p= (y, Y. ys) kanonisch konjugierte 
Feld ist. Genau gesagt: Die kanonischen Gleichungen 


dy; _ 9S —- a 0g Ox; 0H we. 0% 

Ot On; Ox, 0 ($%) Ot Oy; + Ox, > (22) 

0 x, 0 x, 
und die zusatzliche Definition von yp durch pu? yy = div % sind 
zusammen dem aus L folgenden Lagrangeschen Gleichungssystem 
aiquivalent. 

Den Ubergang zur Quantentheorie vollziehen wir, indem wir die 
y, x als hermitesche Operatorfelder auffassen, die auf eine Schri- 
dingerfunktion F wirken. Ferner soll jetzt, auch bei ruhendem 
Nucleon, die Riickwirkung auf den Nucleonspin beriicksichtigt 
werden. Wir nehmen daher eine zweikomponentige Schrédinger- 


funktion F,(«—-+—) an, und setzten in Analogie zu (1.6) fiir S 
den Operator S = 6,(x)¢, so dass § durch die Matrizen o, auf die 
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Spinindizes « von F operiert. Die vorgegebene reelle Formfunktion 
6,(x) des Nucleons beschreibt eine Quelle der Lineardimension a. 
Wir miissen dabei stehenbleiben, obwohl im Sinne der punkt- 
férmigen Wechselwirkung und der relativistischen Invarianz 6, 
durch die Diracsche 6-Funktion zu ersetzen ware. Denn — wie wir 
spiter sehen werden — fihrt der lim a +0 zu unendlich grosser 
Spintrigheit. Damit ergibt sich aus (1.8) der Operator 


8’ = 04(2) S'ox(f vet £m) (1.9) 


Die Formfunktion 6,(x) wird zweckmiassig kugelsymmetrisch ge- 
wiahlt (vgl. § 2) und erfiillt: 


[aX 6,(2)=1 «= =(e,2,2;) dX=da,da,dz, (1.10) 


Die dimensionslosen Kopplungskonstanten /, g sollen reell > 0 sein. 
Nun gehen wir noch vom reellen Feld zum ladungssymmetrischen 
Feld iiber. An die Stelle von ? treten 3 reelle Felder y, mit den 
9 Komponenten y,, (k, @ = 1, 2, 8) und die kanonisch konjugierten 
No. Der neue Index @ bezeichnet ,,.Komponenten im Raum des 
isotopen Spins. Zum Unterschied vom reellen Feld tragt das 
symmetrische eine Ladung. Um der Riickwirkung auf die Ladung 
des Nucleons Rechnung zu tragen, erhalt die Schrédingerfunktion 
zu dem Spinindex «(= +,—) noch den Ladungsindex 4 (= 0,1) 
und wird so vierkomponentig: F,,. Der Hamiltonoperator dieses 
symmetrischen Pseudovektorfeldes ergibt sich in bekannter Ver- 

allgemeinerung’) der Gleichungen (1.7,9) zu: 
=5 ie =; (divi, +p2y2+ (rot,)*| (1.11) 


$' = 6, (2) z Dx (Ff Peet 4m.) (1.11’) 


wo die den Paulischen Matrizen analogen ,,isotopen Spinmatrizen‘ 
(tT, T;) = 7 auf die Ladungsindizes 4 von F,, wirken. Die (o;7,) 
sind als direkte Produkte (Kroneckerprodukte) mit 4 Zeilen und 


Kolonnen aufzufassen. Der durch (1.11, 11’) gegebene Hamilton- 
operator 


H=H,+H' = aX (Gp + $’) (1.12) 


gibt der symmetrischen Theorie bekanntlich den Vorzug, zu ladungs- 
unabhangigen Kernkraften zu fiihren. 
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§ 2. Entwicklung nach einem reellen Orthogonalsystem. 


Es empfiehlt sich, die Feldfunktionen y,, 2,, nach einem voll- 
stindigen Orthogonalsystem von reellen Ortsfunktionen U, (r = 
0, 1, 2, .... co) zu entwickeln§): 


Pre ig D Uke U, (x) Tho ox pay Oe U, (x) / aX U, U, = Ors (2.1) 


Uber die U, werden keine besonderen Annahmen gemacht, bis 
auf die Festsetzung 
(7 > 0) (2.2) 
Sie bedingt : 
[ax 8,(2)U,(2)=0 fir s>1 (2.3) 
[dX &(a)= 72 fir 7 (2.4) 


‘ 


woraus in Verbindung mit (1.10) die Gréssenordnung 
ne q~ 2 (2.5) 


folgt. Die Wahl (2.2) fiihrt zu emem eimfachen Ausdruck fiir H’, 
und es wird sich spiter zeigen, dass der Teil (qoz. Uo(x)) des Meson- 
feldes y,,, welcher ,,nur am Ort des Nucleons“ +0 ist, als derjenige 
Feldanteil aufgefasst werden kann, den das Nucleon fest an sich 
bindet. 

Indem wir (2.1, 2) in den Hamiltonoperator (1.11, 11’, 12) ein- 
fiihren erhalten wir®) 


- ° 
Hy = s ee Dy Ari, 01 Pree Pite ¥ Piaies rk o stot (2.6) 


H’= 1 30,7, (F Ione 7p Pore) (2.7) 


i : 1 0? 
Any, o1= | dx U, {Sus san} U, 
Bax. 51 = fax U, b,.1(n? — A) + wea U, 


Ox, Ox, 


Die inversen Matrizen 


ates - : 02 ¥ 
Ayr, [ aX Ur | Ou1+ Gacaay (H? — A) 1 


a 7 TT | tale 1 ee TP a 
By,a= {4X U, |bu—=e Segz} (A) 
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erfiillten die Beziehungen 
D> Art, st Agi, re = Ps By, sl Byy, re = Spy Oy 
sl sl 


Man erhalt sie, wenn man in der Identitat 
02 1 0? tt a 
X | bule? —A)+ On. aaau| (ou — a Tepes] Ay "= ony 
die reellen hermiteschen Operatoren 
0? eH a—2"'| 


seay (A), (WA) @) = [aX FO) ay 


durch die Matrizen ersetzt, welche sie in der Basis der U, darstellen. 
Die Matrizen A, A, B,B sind in (r,s) und in (k,l) getrennt 

symmetrisch. Fiir r = s = 0 vereinfachen sie sich, wenn man die 

Kugelsymmetrie in (2.2) in Betracht zieht, zu): 

Ao, 91 =Ao 9 x1; Aox,o1= Ao On1 Box, o1= Bo 1 Bor,o1=Bo 9x1 (2.12) 


mit 


A = AU, Ao= 


+E [aX Uw (4) 70] 


3+ 
; (2.18) 


ice, Bo-za+3 5 [aX Uy(u 2_4)- 0, 


II., Approximation des Hamiltonoperators im Fall f=0, g = 0. 


$3. Einfiihrung der Naéherungsvoraussetzungen der starken Kopplung. 


Die Grundvorstellung der starken Kopplung ist, dass man in- 
folge der Grésse der Parameter f und g den Wechselwirkungsterm 
H’ als etwas Grosses zu betrachten hat. Im Gegensatz zur iiblichen 
Stérungstheorie wendet man daher die Aufmerksamkeit zunichst 
diesem Operator H’ zu, und unser erster Schritt wird darin be- 
stehen, ihn als Matrix beziiglich Spin und Ladungsvariablen dia- 
gonal zu machen. Wir transformieren zu diesem Zweck die Schré- 
dingergleichung 

Sasa Bey = BE, (8.1) 


mit einer unitaren Matrix U,, ,/7 in 
», {(u* Hy W)a2, aa + (U* H’ Wea, wn} Fey ~ 2 Ey, (3.2) 
=U*F, F=UF’ (3.2’) 


wobei Uso gewahlt ist, dass (U*H’ U) eine Diagonalmatrix wird. 
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Zur Durchfiihrung setzen wir im folgenden zunichst g = 0 vor- 
aus, so dass 
Hy 3) (6% Te) Yore Faye (3.3) 
re 
Zur Konstruktion der Matrix U gehen wir folgendermassen vor. 
Sei mit g die reelle Matrix (q;,), (k, e=1, 2, 3) bezeichnet, mit q’ 
ihre Transponierte. Dann sind die Eigenwerte der Matrix (qq’) reell, 
da (qq’) symmetrisch, und positiv (da die zugehérige quadratische 
Form sich leicht als Summe von Quadraten schreiben lasst). Sei r 
die Matrix (1p 5nm), WO 1, 72 573 die positiven Wurzeln dieser Eigen- 
werte sind, und sei s die reelle, orthogonale Matrix, die (qq’) diago- 
nal macht, so dass: 


s'(qq’)s=1% — ss'=1 (3.4) 


Dann gilt folgendes: Die Matrix t=q’sr- ist ebenfalls ortho- 
gonal, und sie bringt die Matrix (q’ q) auf Diagonalform. In der Tat 
folgt aus (3.4): 

¢"s'¢q' sr = t=] 
und 
t’q’qt=(r~'s’q) (q'ss’qg) (Q'sr') ari Prrrt=r (3.4 


Also: (qq’) und (q’q) haben die gleichen Eigenwerte r?, und 
zwischen den Matrizen q, 7, s,t besteht die Beziehung 


q=srt’, doze =D, *nSknton (3.5) 
n 
Wir betrachten nun die 7, s;,, t,, als Funktionen der 9 Variablen 


Joxe» berechnet als Eigenwerte und Eigenvektoren. Mit ihrer Hilfe 
kérinen wir, wegen (3.5), fiir H’ jetzt 


H’ = 2, tn (i Sen) x (X'% ton) (3.6) 
n k e 
schreiben. Da nun s und ¢ orthogonal sind, entsprechen ihnen zwei 


unitaére Matrizen Y,, Y; in der Darstellung der Drehgruppe vom 
Grade 2, und diese haben die Eigenschaft 


* r* 
>» % Sin = ay 0, be ’ >» T) Sin = Y, Tp Y, 
k e 


wie sich aus der Spinortheorie ergibt. Das liefert uns 


H’ = iF x Y,) a (0, Ts) : (Y,x Y,)* 
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Schliesslich bemerken wir noch, dass die unitire Matrix 


1 : 1 , 
Z= j2 (0, +172) = Va x1)+1(1x T.)} 


den Beziehungen 
Zo, Z* = — (dz X Te) Zt3 Z* = — (0; X T}) 
Z(o3 x T3) Z* = — (03 X Ts) (3.9’) 
geniigt, wodurch es méglich ist, 
H’=—yuURut (3.10) 
zu schreiben, mit den Definitionen 
U=(Y,xY,)-Z (3.11) 
R= 11 T3 +o 03 +13 (63 X Ts) = Ryd gq Sax (3.12) 


Wie angedeutet, ist R eine Diagonalmatrix. Die Diagonalelemente 
berechnet man zu: 


3 
R,.=Y (-x r| (entsprechend : o3 = T3 = 1) 


n=1 
R_,= R49 +2y (re+73) (entsprechend: 6,=—1t,;=1) (8.13) 
R= Ri 9 t2y (r3+173) (entsprechend: o, = 1 t;=—1) 
R_, = Rit 2y (11 +12) (entsprechend: o, = —1 t;=—1) 


Das durch (8.11) definierte U hat also die gewiinschte Eigen- 
schaft, und die Gleichung (3.2) schreibt sich in unserem Fall 
(g = 0): 

Zz (U* HU), a, ata Ey: —yR,,- E= EK, (3.14) 

Wir kommen nun zum zweiten Schritt, der darin besteht, von 
den 4 simultanen Gleichungen (3.14) zu einer einkomponentigen 
Schrédingergleichung tiberzugehen. Mit diesem Ubergang fiihren 
wir zum ersten Male eine Naherung in unsere Rechnungen ein, fiir 
welche wir die Konstante y als geniigend gross anzunehmen haben. 
Wir setzen y als so gross voraus, dass die Gréssenordnung der Eigen- 
werte E in (8.14) wesentlich durch den Term (— y R,,) bestimmt 
wird, was fiir y = oo ja zutrifft. Aus (3.13) folgt dann, dass in die- 
sem Fall die Eigenwerte E in zwei Gruppen zerfallen: die erste 
entspricht dem Diagonalelement R, 5, die zweite entspricht den 
Diagonalelementen R_», R,,, R_, und liegt wegen der Grésse von 
y und wegen r, > 0 sehr viel héher als die erste. Dies berechtigt 
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uns, unser Interesse auf die erste Gruppe zu beschranken. Diese 
tiefliegenden Eigenwerte berechnen sich nun aber in einer ersten 
Naherung aus der einkomponentigen Schrédingergleichung 


{(U* HU). +o—7 Rao} Fin = EF. (3.15) 


sofern man y als so gross voraussetzt, dass die Ausserdiagonal- 
elemente von (U* Hy U) die Bedingung 


/QU* Hy Wa. +0/ <y rn (3.16) 


erfiillen (nicht zugleich « = +,4= 0). — Im Vorangehenden ist 
stillschweigend angenommen, dass die r, nicht etwa ~ 1/y oder 
gar = 0 sind; in der Tat wird sich im folgenden ergeben, dass die 
r, selbst noch einmal ~y und +0 sind. 

Unser dritter Schritt besteht in der Einfiihrung einer weiteren 
Niherung. Zuniichst schreiben wir (3.15) in der Form: 


{(U*K UY). 0, + 0—B} F,,=0 (3.17) 


wobei jetzt nach (2.6), (3.13), (3.5) 


K=F+G (3.17’) 


G= SESS An iPine Psi (3.18) 


e rs kl 


7 1 : 
Fas PSD Br, tere Gee? (3.19) 


o rs kl n 
doko aa fag F Sin Ss ? Tn a } re Sen Ton (3.20) 
n ke 


Die Funktion F hat, wie wir sehen werden, ein Minimum (fiir 
U* FY gilt das Gleiche), und wir fiihren nun die Bedingung ein, 
dass die q,,, nur kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage 
ausfiihren. Diese Bedingung entspricht dem Wesen der starken 
Kopplung und gewihrleistet auch, dass die Anregungsenergien 
dieser kleinen Schwingungen klein sind im Vergleich zum Energie- 
abstand von der Gruppe der vernachlassigten hochliegenden Eigen- 
werte. In den folgenden Paragraphen werden wir dann diese Be- 
dingung zur Vereinfachung des Ausdruckes (U* K U).9,.9 be- 
nutzen. 

Um sie zu formulieren, haben wir das Minimum zu bestimmen. 
Zunichst betrachten wir die s,,, t,, als Konstante, dann ist F qua- 
dratisch und hat offenbar ein Minimum. Wir finden es, indem wir 
alle q,,. und r, als unabhangige Variable betrachten und die Glei- 





98 Klaus Riidenberg. 


chungen (3.20) als Nebenbedingungen. — Bezeichnen wir mit «,, 
Lagrangesche Multiplikatoren, so kénnen wir die Gleichungen fiir 
die Minimallagen 7», 4,z. schreiben: 


0 0 
Ly Dane bret La, | F-2 Me Gore 2 Ma8in tan) =0 
das heisst: 


Dy Brr, st Uste— Fr Seg = 9 (0, k=1,2,3) (r=0,1,2...) (3.21) 
sl 
—Y +P) O15 81n ten = 0 (n = 1,2, 3) (3.22) 
lo 


Gleichung (3.21) lasst sich vermége (2.11) umkehren: 
Gue= 2 Byron %ee (3.28) 


dies geht fiir s = 0 iiber in (vgl. (2.12)): 

Gore Bote (3.24) 
Aus (8.24), (3.22), (3.20) folgt 

ra=Byy=I (3.25) 
was, in (3.20) eingesetzt 


oro 1 (st), -=T'S,, (3.26) 


liefert. Aus (3.26) und (3.24) ergibt sich «,,, welches wir in (3.28) 
einsetzen, so dass: 


Gree=7 2 Bra, 01 S10 (3.27) 


Diese Gleichung gilt fiir r = 0 und r+ 0. Im Vorangehenden haben 
wir die Definitionen a 
T'=y By (3.28) 


S=st’ (8.29) 


benutzt, wobei die Matrix S wie s und ¢ orthogonal ist. 


Fihrt man (3.25, 26, 27) in F (8.19) ein, so findet man den 
Minimalwert 


4 3 
F=—3y51 (3.80) 


welcher, wie wir sehen, fiir alle Werte von s;,, t,, der gleiche ist. 
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Daher kénnen wir jetzt das Postulat der kleinen Schwingungen 
durch die folgenden Gleichungen ausdriicken: 


Vee=Irvet Tree=¥ Dy Brr, ote + Ieee (r >0) (3.31) 


t=Tyt?,=I +r, (3.82) 
Speziell wird (vgl. (3.20)): 
dere = T'S,, Toke =(sr bio (3.338) 


Hier sind die q,,, und 7,, die kleinen Abweichungen von der Gleich- 
gewichtslage, und die r, miissen die Bedingungen 


7,<T=yBy (3.34) 
erfiillen. 
In (8.16) und (8.34) haben wir die Bedingungen abgeleitet, 
welche die Ideen beziiglich der Grésse von y fixieren. Wegen 
(3.32, 34) kénnen wir offenbar (3.16) durch 


/(UK* Waa, 40/<rT'= ~ Bo (3.35) 


ersetzen. Berechnen werden wir (3.34), (3.35) spiiter, es wird sich 
dann zeigen, dass beide die gleiche ,,Bedingung fiir starke Kopp- 
lung“ fiir die Kopplungskonstante f liefern. Dies stimmt damit 
tiberein, dass unsere Naherung eine erste Approximation im Sinne 
einer Entwicklung nach fallenden Potenzen von f darstellt. 


§ 4. EHinfiihrung von Winkelkoordinaten. 


Um die Bedingung (3.34) zur Vereinfachung von (U*K U)i9 +6 
auszunutzen, ist es zweckmassig, an Stelle der Koordinaten q,,, 1m 
wesentlichen die kleinen Verschiebungen aus der Gleichgewichts- 
lage als neue Variable einzufiihren. Zu diesem Zweck schreiben wir 
die Formeln (3.31, 33) unter Benutzung der in (3.29) definierten 
orthogonalen Matrix 

S=st (4.1) 
und der durch 


E=trt=tri—l,  &5= SD ratonten—L8ee= Seq (4-2) 


definierten symmetrischen Matrix ¢ in der Form 
q=S(I'+ 6) Gore= (Sé),, (4.8) 
Geo VD, Brt,ot Stet Irke (r>1) (4.4) 
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D. h. q ist das Produkt einer orthogonalen und einer symmetrischen 
Matrix (was fiir jede reelle Matrix zutrifft), wobei die symmetri- 
sche in nullter Niherung (im Sinne einer Entwicklung nach &/I’) 
die Einheitsmatrix ist. Die Bedingung (3.34) lautet wegen (4.2) 
und der Orthogonalitaét von t jetzt 


heal <I (4.5) 


Weiter denken wir uns die Matrix S als Funktion von drei Euler- 
schen Winkeln (O ® Y) dargestellt: 


S=S(OOY) 8,,=S,,(OGY) (4.6) 


wie es fiir jede orthogonale Matrix méglich ist. Die explizite Form 
der Abhiangigkeit, sowie einige Eigenschaften von S finden sich 
in § 13 im Anhang. 

Die neuen Variablen, die nun eingefiihrt werden, sind: die 
9 Gréssen (0, ®, Y, €,,= &,) und die q,,, (r > 1). Durch (4.8, 4.6) 
werden die alten Variablen, naémlich die 9 Gréssen qo,, und die 
Gréssen q,,, (r >1) als Funktionen der Neuen gegeben. Den 
neuen Koordinaten entsprechend sind zu ihnen kanonisch konju- 
gierte neue Impulsoperatoren pz (% = O,®,¥), a4 =o: Prio 
(r > 1) derart einzufiihren, dass die kanonischen Vertauschungs- 
relationen invariant bleiben. Es ist hiermit vertriglich, dass wir 
die pz als 


1 Oo 
ee 4 (a1 = 0, , ¥) (4.7) 


P= 


festsetzen. Die tibrigen Impulskoordinaten fixieren wir nicht in 
dieser Weise. Weiter empfiehlt es sich, zur Formulierung der 
Transformation, zunachst einige Hilfsoperatoren zu definieren. 
Ks seien: 


P.=sin V-pe+—2% (py +cosO -p,) 


sin Y 
P,=—cos ¥ -pyt cae 6 (po +cos O-p,) (4.8) 
P= Py 
Wegen (4.7) ergeben sich die Vertauschungsrelationen 


[P, B.|=+P, (jkl: zykl.) (4.9) 
ferner 


[B, S,.]= B (8,0) (4.10) 


Hier ist auf der linken Seite S,, als Operator aufgefasst, wihrend 
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die rechte Seite bedeutet, dass der Operator P; auf die Funktion 
S,o(O®YP) wirkt. Wegen der Gleichung (13.9) folgen aus (4.10) 
dann die V. R. 


[BR S,;]=9, [Bi Sox] =18,), [PS] =—1t8,, (4.11) 


(jkl bedeuten stets: zykl. Perm. von 123). Mit der antimetrischen 
Matrix von Operatoren 


(4.12) 
lassen sich die V. R. (4.11) auch 


[P..8,.] =1{8,, 541 —So1 Sox} (4.13) 
schreiben. 
Nachdem wir noch die symmetrische Matrix von Operatoren 
T= (II,,); ID ,¢=A%pe+ Soo (4.14) 


oo 00 


definiert haben, bilden wir schliesslich die Operatoren 
Pore=ProtPre (4.15) 
mit den beiden Summanden: 


P ko = ; (S11), ~ 2 > (28133 jg t+ Spy 2 Toe) (4.16) 


in* aris (i—P)}o= oP {(P—1)8},, (4.17) 

_ 1 1 ~y ’ dd 

Pip = oP (PSi3—Si2 B) = oF Sis —P,S;2) (und zykl.)  (4.17') 
Die Aquivalenz von (4.17) und (4.17’) folgt aus (4.11, 18). 

Mit Hilfe der getroffenen Definitionen lassen sich nun die alten 


Impulsoperatoren folgendermassen als Funktionen der neuen Ko- 
ordinaten und Impulsoperatoren ausdriicken: §) 


Pore=Pore+ DD) Ato, st0»P sto Preo=Prke (r>1) (4.18) 


Hierin hangen die A noch von den (0 ® Y) ab, gemiass: 


1 D Y 
Axo, sto = TH 2 Bat, 04 SeoSie— 945900)» Avo, 010 = 9 (4.19) 


Hierbei ist von (4.5) schon in folgendem Sinne Gebrauch gemacht: 
Die Gleichungen (4.18, 19) bilden zusammen mit (4.3, 4) nur die 
erste Naherung einer kanonischen Transformation, worauf wir uns 
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beschrinken. Um dies nachzuweisen, gehen wir davon aus, dass 
aus (4.3, 4) die Gleichungen 


Y _ 9Goxe 29rKe 
On - Ou Ten +2" On ae 


OGoxe ‘ 0 
~ = r>1 
“Ze 0S00' Tans ; 9GrKo O9rKo ( si) ) 





ra 


folgen. Man entnimmt daraus, dass die Transformationsformeln 


2 Free 
P= >) 5 “te Pore t Dy 2 0a i ze Pro? (4.20) 


ko 

sions Dore: ‘>1) — (4.20" 
a Ne Porro? Prreo Prko ("> ) i ) 
ko 


zusammen mit (4.3, 4) die kanonischen V. R. invariant lassen, auch 
wenn die Impulsoperatoren nicht als Ableitungen definiert sind. 
Fir r S 1 stellt man schon Ubereinstimmung mit (4.18) fest. Fiir 
die andere Gleichung (4.20’) liefert die Ausrechnung 


=(S’p),;+(S’p);, (S’: Transponierte von S) (4.21) 
wo JI durch (4.14) und die Matrix p durch 


P = (Pore) (4.22) 
definiert ist. Ferner ergibt sich aus (4.20) 
os 
P= Doe P+, Poret VD, 2 ds Br. ol ont = Price 
ke r 
woraus nach (13.4), (13.7) und (4.8): 
ae ae (I+) }eo Pore — ro" & Br, 1d (SAirePrie 


Durch Einsetzen der Matrizen A, A, Ag (13.5) und der Definition 
(4.12) folgt: 


By = DL + S47 — (0+ 80 Sei} Powe + (Aj —Ay;) (4-28) 


Ke 
Ay=7 2, p2 Brio Sty Prej (4.23') 
r Kk 


Um nun die alten Impulskoordinaten in Funktion der neuen zu 
erhalten, hat man die Gleichungen (4.21, 23) nach den po,, aufzu- 
lésen. Die Lésung kann man sich nach den (§,,/I’) entwickelt 
denken, und im Sinne unserer Naherung interessieren nur die 


mit 
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§-freien Terme. Diese erhalten wir, wenn wir (4.28) durch die 
Gleichung 


, ’ 1 
(S'p) 3 — (S'P) iv =r {By + Aj — Ayr} (4.24) 


ersetzen, welche sich aus (4.23) durch Nullsetzen von é ergibt. — 
Addition von (4.21) und (4.24) liefert jetzt, wenn man noch die 
Symmetrie von JJ und die Antimetrie von P benutzt: 


, 1 1 ; 
2 (8p) = I + P+ (4-4) 
(4.25) 


1 f 1 1 


Der erste Term der rechten Seite ist mit (4.16) identisch, der dritte 
mit dem A-Term in der ersten Gleichung (4.18), wie man wegen 
(4.19) und (4.23’) bestatigt. Der zweite Term in Gleichung (4.25) 
unterscheidet sich von (4.17) durch das Fehlen des Summanden 
(18/2 I). Bis auf diesen Unterschied stimmt also (4.25) mit der 
ersten Gleichung (4.18) iibereim. Man kann nun vermége der V. R. 
(4.9, 18) leicht einsehen, dass die Addition des Termes (iS/2 I’) 
die Invarianz gegen die kanonischen V. R. nicht beeintrachtigt, 
und damit ist (4.18) in der betrachteten Naherung als kanonisch 
erwiesen. 

Der Grund, den Term mit S hinzuzufiigen, liegt in Folgendem: 
Spater (§ 9) wird sich ergeben, dass die P; und S,, als hermitesche 
Operatoren zu betrachten sind. Die Formulierung (4.17) sorgt 
dann (wegen (4.11)) dafiir, dass auch die alten Operatoren po,, 
hermitesch sind, wie es sein muss. Hier liegt der Grund, warum 
die poz. nicht als Ableitungen der q;,, definiert wurden. 

Die neuen Variablen sind nun in K (3.17’) einzufiihren. Setzt 
man (4.18) in den Term G (3.18) ein, so berechnet sich 


1 ee ¥ a i 
G= pp pp A, x, s1P reeP sto + Dy pg fe P sic 
rs ri 


rs kl oo 
1 - se ' a 
+ oO Ay d'{— Pore + (Poke + Pa Di Are, stP ste) } (4,26) 
e@ & o 
wobei man fiir N entweder N’ oder N” einsetzen kann, gemiiss 
Ny ie, ste= Dy (Ark,0 A;0, s10) (4.27’) 
d 


a : F en 
Ny 2 (Nyko, stot N10, rio) (4.27) 


rke, slo 
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In F (8.19) setzen wir im ersten Term (8.31) und im zweiten (3.32) 
ein, wodurch 


f= F+ +22 Bey, Fria Iie +? Be Gove ke —y DT. 

rs e n 
entsteht. Die letzten beiden Terme heben sich wegen (3.29, 33) 
fort, so dass unter Beriicksichtigung von sii 


F=5 YS Brat Gete Inte FE (4.28) 


rs kl @ 


Gemiss der Konstruktion der q,,, war zu erwarten, dass F in diesen 
Variablen rein quadratisch wird. Die qo;, sind nach (4.8) Funktio- 
nen von S und &. 


§ 5. Abspaltung der Isobarenenergie. 


Gemiss (4.26) ist die Funktion G die Summe aus einer homo- 
genen quadratischen Form in den p,,, (r > 1) und aus einer homo- 
genen quadratischen Form in den po;, und aus einer Bilinearform 
in den Po,, und den p,,,(r > 1). — Fassen wir die D,,, Pozo als 
klassische Variable auf und halten die po;, konstant, d. h. fassen 
wir G als quadratische Funktion der p,;, (r > 1) allein auf, so hat 
G also ein Minimum fiir gewisse Werte p,,, (r > 1), welche noch 
von den po;,abhangen. Die Einfiihrung neuer Variabler p,,,(r > 1) 
durch die Translation 


Pree =P rio + Perio (r>1) (5.1) 


wird offenbar die erwahnte Bilinearform zum Verschwinden brin- 
gen, so dass G in zwei Summanden zerfillt: der erste hangt von 
den Pox, allein ab, der zweite von den p,;,(r > 1) allein. Diese 
Aufspaltung von G ist erwiinscht, der erste Term wird zur soge- 
nannten Isobarenenergie Anlass geben. — Indem wir die Ergiinzung 
za einer kanonischen Transformation sowie den Ubergang zu den 
Operatoren p,,. zunachst zuriickstellen, wollen wir die Transfor- 
mation (5.1) jetzt durchfiihren. 

Zur Bestimmung der Minimalwerte p,,, betrachten wir die 
Voraussetzungen po;,, = const. .als 9 Nebenbedingungen, ahnlich 
wie friiher die Gleichungen (3.20). Dadurch werden die Minimums- 
gleichungen, wenn wir mit #,, wieder 9 Lagrangesche Multiplika- 
toren ieee 


C— 2’ Bro Pore} =0  (r>0) (5.2) 


Pr | 


2 


Poke = Poke = const. (5.3) 
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Fir (5.2) erhailt man nach (4.26, 27”): 


0= » A,,., stP sto + A, {Pro (Poxo—P oke) - Di 4in, rieP oj 


+ (1—6,o) D2) 2M rr0, stoP ete 907 Bio (5.4) 


wobei Pox, durch (4.18) definiert ist, wenn man dort Pro =Prke 
(r S 0) einsetzt. Substituiert man (4.27’) in N”, so ergibt sich: 


DA rk, 0j(Poje— Poie) )+ 2 An, in 
} 

+ dhe, rko {40 ae P ojo) + 2) Apy uPual— 6,9 B,.=9 (5.5) 
Dies geht fiir r = 0 (vgl. 4.19) iiber in 


Bro = Ay(Pore— Pore) a 2 Aci, stP ste (5.6) 
Wegen der Giiltigkeit von (5.6) lisst sich (5.5) auch 


Dy Ari,s1Patet & Ark,o;(Poje—P ojo) t dy Aa, rhe B;<—9,9 By. =9 (5.7) 
j 76 


sl 


schreiben. Die Ausfiihrung der Operation: Y’ A, ,,,, an (5.7) ergibt 
rk 


Perot ' b,o(Pore— Pore) +2 2 a Ayn sthjo, sto Bio— D>, Arr, 07 Bjo=9 (5.8) 
? 


jo sl 


welches sich fiir r = 0 zu 
Pore = A oBre— 2, dy Aon, si bio, ste Bjo (5.9) 
jo 8 


vereinfacht. Andererseits liefert die Operation Ay yp, auf (5.8) 
angewandt (dabei (4.18, 19) benutzt): sa 


Poto= Pore + 2) 3 Aoi, evel m Ae, joBj, (5-10) 


jo sl jo 


Ave si =D) dp Asner 3 Fee, s10%ie, slr = A}? ie (5.11) 
sl a’l’ t 


Zwischen (5.9) und (5.10) eliminieren wir po;, und erhalten: 


Ay Brot Dy (Are, yo 4, jo) Bjs=Poro= Poke (5.12) 
je 


At) ko~ AD , jo = 3" (Aoz, st4je, ste + Aoj, ot 4x0, ste) (5.18) 
sl 
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Um die 9 Gleichungen (5.12) nach den 9 Variablen £,, aufzulésen, 
sind im Anhang § 14 die Matrizen A™ und A® berechnet. Gemiiss 
(14.10) geht (5.12) in 


(Zo—A) Bro + AY Sev 8, Bee = Pore (5.14) 


iiber. Die Konstante A ist in (14.11) definiert. Gleichung (5.14) 
lasst sich leicht nach den f,, auflésen, mit dem Resultat 
1 = a — rae 
Prez gam 40-4) Por Ad, Sev S,ePorr} (5.15) 
(4,—2 A) 
Vermége der f,, kann man die a, (r > 1) aus (5.8) berechnen. 
Wir werden aber sofort sehen, dass dies nicht nétig ist, um G in 
den neuen Variablen p,,, auszudriicken. 


Um die Transformation (5.1) in G (4.26) einzufiihren, schreiben 
wir G in der Form 


a= Oe 2'An, uPrveP ste + Dy Neto stoPreoP stot 


oa 


+ 2 Du, oy Ao, stP eto) }+s A 02, Poke (5.16) 


ke 


WO Pox,nach (4.18) definiert ist. Setzen wir jetzt 6. 1) ein, so kommt: 


G=¢ 2 rood Art. stP rte? ste + ee, Pte: steP eke P ote 


kl oo 
+tA 0d (2D hee, steP ete) + Got G’ (5.17) 
ke ” 
wobei sich Gp aus G (5.16) diel indem man alle p,;, durch 7,,, 
ersetzt, wihrend G’ sich als 


G'= =>” D> Prete! [X) An. slP P arg + 2D" Nye. stoP tot Ag 2 Porohre, rkol 


Tr ke ‘J 
schreiben lasst. a die Summe a Glied r = 0 nicht oii folgt 
aus (5.4), dass die Klammer stets verschwindet, und damit auch 
G’. Andererseits erhalt man aus (5.4) (unter Benutzung von (4.18)) 
durch die Operation »’ p,,,: 


rho 


Bigs Ja . Petot S'S & 2Nrre, iPoniPus 


rs kl @ rs Kl oa 


ss AyD} (—Piret £i,.) os dD, Pote Bro= 2,’ Pore Bro 
ke ke ce 
Durch Vergleich mit (4.26) erkennt man, dass die linke Seite = 
2G» ist. Indem man auf der rechten Seite fiir B (5.15) einsetzt, 
findet man daher: 


1 2a ai 
“Sra (40-4 A -o3joSkePojel (5.18 
emt starry ) 2 Pore— 2d Poxe ieStoPojo} (5-18) 
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Wir fragen jetzt nach den Operatoren p,,, und der kanonischen 
Transformation. Die Rechnungen, die von (5.4) zu (5.15) fiihren, 


sind auch fiir Operatoren Pree» By. gultig. Um die Berechnung von 
G fiir Operatoren nachzuahmen, sind wegen des Nichtkommu- 
tierens der py;, und der A,, ,,, entsprechende Symmetrisierungen 
einzufiihren. Dies ist aber erst sinnvoll, wenn (5.1) zu einer kano- 
nischen Transformation erginzt ist. Da die Prke (r >1) gemiiss 
(5.8, 15) noch von den S,, und po,, abhingen, wird die kanonische 
Transformation ahnlich derjenigen in (4.3, 4, 18), wobei aber die 
Rollen der p und q vertauscht sind. Es ist schon bei der Behandlung 
der Vektortheorie darauf hingewiesen!), dass diese Rechnungen 
erst auf die niachsthéhere Naherung im Sinne der Entwicklung 
nach Potenzen von (g-!) Einfluss haben. Sie kénnen in der hier 
betrachteten Naherung vernachlissigt werden, so dass die Glei- 
chungen 


Vrko = Tene (r 2 0) (5.19) 


zusammen mit (5.1) als kanonische Transformation zu betrachten 
sind. Wir haben also (5.19) in F (4.28) einzusetzen, und ferner in G 
(5.17, 18) die p,,, (r > 1) als die zu den q,,, (r > 1) kanonisch 
konjugierten Operatoren aufzufassen. Die Operatoren py;, sind 
wieder durch (4.15 ff.) definiert, so dass sich 


Pinna (LH +e) +s TIT | 


Je 7@ 


= Y = 1 2 
Xie Pore SoSjePoio= ¥7e (— Li Fe +3)+42 IT | 


k} oo 


(5.20) 


ergibt. 
Setzen wir nun die Funktion K (3.17’) aus: (4.28) (5.19) sowie 


(5.17, 18, 20) und G’ = 0 zusammen, so kénnen wir sie folgender- 
massen schreiben: 


1 ” ~ ts 
K=+ DDS Bu, st I rke ete + TS XD Are, siPrteP sie 


rs kl @ 


ae 1 * i 
oS - =. | ————  — t 21 
ee (aa ? By) 7 


1 9 - 
Ky = a7 at 4z — 5 IE. (5.22) 


Ao ‘ze 


Ay ds (204 ke. stoP sta) +O ods Note stoP rkeP ate (5.28) 
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wo N,x0,s10 durch (4.27) oder (4.27’’) gegeben ist. Die Konstante J 
ergibt sich nach (5.18, 20) zu 


J =2y" B3(A,— 2 A) (5.22’) 
was sich wegen (14.11), (2.2), (8.8) zu 


i =o / dX 6, (x) (u2—A)-?8,(a) +2 2 / dX da(u?—A)* dg} (5.24) 


berechnet. 
Bemerken wir noch, dass unter Benutzung von (4.27’) 


K,= 24d (2 Aro, stoP ste 


slo 


1 - re 2 1 , zt 
+G, "Aor, Pate a (2 Aor, «1 P se) | (5.25) 


mit (5.28) identisch ist, so kénnen wir fiir K auch 
K = H°+ H* + HS +H; + const. (5.26) 


schreiben, wobei jetzt: 
H* — H, (5.27) 


von (2.6), wenn man die po 4-¢o durch Pyzo Jrro ersetzt, 


1 


oir ~ 1 io, 7 
H= 5 ASX Ar0, slo P sto +A, "Aon, 1 Paie): 


slo 


aia (2) Aon, 0 Pie) | (5.29) 


At sl 
’ 1 
H.-S IT (5.80) 
0 7e@ 


bedeuten sollen. H* (5.29) unterscheidet sich von K, (5.25) dadurch, 
dass die dritte Summe auch die Terme s = 0 umfasst. Die gleichen 
Terme treten auch in H® (5.27) auf und heben sich daher in K 
(5.26) fort, was mit (5.21) iibereinstimmt. 


§ 6. U-Transformation. 


Es war unser Ziel, den Ausdruck (U*KU)49 49 in (3.17) zu be- 
rechnen. — Nachdem wir in §§ 4, 5 mittels zweier kanonischer 
Transformationen fiir K eine fiir unsere Zwecke geeignete Naherung 
erhalten haben, ist jetzt die Transformation mit der Matrix U 
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(3.11) vorzunehmen. Da es hierbei in K nur auf die Terme H¥ 
(5.28) und H; (5.30) ankommt, sind die Rechnungen genau gleich- 
lautend wie diejenigen im Fall des Vektorfeldes, und wir kénnen 
daher unter Verweis auf den § 8 der in Fussnote*) zitierten Arbeit??) 
sofort das Resultat 


3 1 


angeben. Hierbei wurde wieder von (4.5) in der Weise Gebrauch 
gemacht, dass wir UW nach Potenzen von &,,/I° entwickelten und 
uns in (U*KU) auf das grésste Glied beschrinkten. Die ersten 
beiden Terme in (6.1) sind Diagonalmatrizen, der dritte hat ver- 
schwindende Diagonalelemente. Daher finden wir in unserer Niahe- 
rung 

(U* KU) 9 .9= K+ a Ausserdiagonalelemente ~F (6.2) 


Denkt man sich (3/8 J) in die additive Konstante von K (5.26) 
aufgenommen, so geht damit die Schrédingergleichung (3.17) 
schliesslich tiber in: 


(K — E)F’.,=0, mit der ,,Randbedingung“ : (6.3) 


; = 
= -@ i= ? 


e 2 +e .F’,4} hat in ® und ¥ die Periode 22. (6.4) 


Die Begriindung fii (6.4) findet man in § 9 der in Fussnote*) zi- 
tierten Arbeit. 


§ 7. Bedingung fiir starke Kopplung. 
In diesem Abschnitt sollen die Bedingungen (3.34) und (3.35) 


untersucht werden, welche die Voraussetzung darstellen, unter der 
die Naherung (5.21, 26), (6.3) zulassig ist. 


Da nach (3.20); 
“a n= p> qoies 
n rT 
gréssenordnungsmissig also 
r® 2 90; r) 


gilt, und wegen (3.3) kénnen wir (3.34) zunachst 


Poe LB (7.1) 


schreiben. In der quantisierten Theorie sind unter q§;, die Mittel- 
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werte zu verstehen. Da diese auch im Grundzustand eine von Null 
verschiedene endliche Grésse haben, wird (7.1) zur Bedingung fiir f. 

Man kann nun zeigen, dass der Grundzustandsmittelwert der 
Abweichung qj;, von der Minimumslage qo;, (8.33) die gleiche 
Gréssenordnung hat, wie der Mittelwert von qj;, fiir die Nullpunkts- 
schwingung des wechselwirkungsfreien Mesonfeldes. Wir berechnen 
die letztere. — Nach (2.1) gilt, wenn M {--++} den Mittelwert be- 
deutet: 


M{qij.}= [AX [AX'Ug(a) Uy(a’) Mf y;0(2) Ye(@)} (7-2) 


Die Theorie des Vakuumfeldes?%) liefert nach einiger Rechnung 


, 1 f it(z—2’ 
DX M40 (2) Ye (#’)} =Sape / dtm (k) et @-*) 
j 


2 ‘ 
m(K)=2 +E om p2+|hs| 


OL 


(7.8) 


Dies in (7.2) eingesetzt ergibt (vgl. hierzu (12.1)): 


SM G,,) = [a2 V3 (k) mh) =2 [AX UV, (u®—A)*U, 


j 


mr a [aXU, (u2—A)tU, (7.4) 


Der erste Summand riihrt von den transversalen Mesonen her, der 
zweite von den longitudinalen. 


Durch Einsetzen von (7.4), (2.5, 18) und der Gréssenordnungen 
(12.5, 6) in (7.1) bekommt diese Bedingung jetzt die Form 


[f|> (au) fir an <1 (7.5) 
f|> (@u)*? fir au>1 (7.5’) 


Fir die Bedingung (3.35) miissen wir die Ausserdiagonalelemente 
von (U*KU) kennen. Nach (6.2) sind dieselben von der Gréssen- 
ordnung 1/J, so dass sich (3.35) unter Benutzung von (3.3) als 


f2? ByJ> 1 (7.6) 


fassen lasst. — Im Fall au <1 findet man fiir J nach (5.24), (2.2), 
(12.4, 6, 7) in erster Naherung im Sinne einer Entwicklung nach 
(am): 
f? 
J = —,— (7.7) 


6 1 pl? a, 
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WO dp der in (12.4) definierte Nucleonradius ist. Gréssenordnungs- 
miassig ergibt sich aus (5.24), (2.2), (12.5 6, 7): 


? 

_{Pa tw? firau<1 
- |fa fu firau>1 se 
Setzt man jetzt in (7.6) die Gréssenordnungen gemiiss (7.8), (2.5, 
13), (12.5, 6) ein, so wird man wieder auf die Ungleichungen (7.5, 5’) 
gefiihrt. Diese stellen also die am Ende des § 3 in Aussicht gestellte 
»Bedingung fiir starke Kopplung*‘ dar, welche als die Voraus- 
setzung aller hier durchgeftihrten Rechnungen zu betrachten ist. 


III. Approximation des Hamiltonoperators im Fall f= 0, g=-0. 


§ 8. Ubertragung der §§ 3—7 auf den anderen Kopplungsansatz. 


Wir werden die Theorie nicht fiir den allgemeinen Kopplungs- 
ansatz f+0, g+0 entwickeln, sondern beschrinken uns darauf, 
jeden der beiden Wechselwirkungsterme fiir sich zu betrachten. 
Wir wollen daher jetzt den alternativen Fall f = 0, g+0 unter- 
suchen. Hierzu ist es zweckmissig, von den durch (2.1) definierten 
kanonischen Variablen zu den durch die kanonische Transforma- 
tion 


Q 40 = Pree? Pn = — Oro (8.1) 


eingefiihrten neuen kanonischen Variablen P,,,, Q,,,. tiberzugehen. 
Diese substituieren wir in H (2.6, 7), wodurch: 


1 
Hy ie oO XX SAB Fae Po - Axx 51 rte Qsr0} (8.2) 


o 9s 


H! = S04, (5 Qote—T Pore) (8.3) 


entsteht, und fiir f = 0 dann 


H’ = 74 3) O47 Qote y,=12 > 0 (8.4) 


Der Vergleich mit (3.3) lehrt, dass wir den Fall {j= 0 auf die 
gleiche Form gebracht haben, die friither der Fall g = 0 hatte. 
Daher kénnen wir alle friiheren Rechnungen iibernehmen. Der 
einzige Unterschied ist, dass die — immer noch durch (2.8 bis 13) 
definierten — Matrizen A, B ihre Plitze vertauscht haben. Der 
Einfluss dieses Wechsels ist Schritt fiir Schritt nachzupriifen. 
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Der § 3 kann im wesentlichen ttbernommen werden, einzig sind 
in (3.21) ff. die B durch die A zu ersetzen, speziell in (3.81—35), 
wo jetzt ea , 

T,=%,4Ao (8.5) 


auftritt. Gleichermassen ist in (4.8) I", und in (4.4) A zu schreiben. 
(4.19) ist durch 


ip sic > ¥ ze Aw 0; ( Sho 8,.-- Op; 5,0) (s> 1) (8.6) 
zu ersetzen. In a tritt B an die Stelle von A. Anstatt (4.27’) ist 
NS. ste a B, x. 07 ao slo (8.7) 


zu verwenden. In (4.28) haben wir A, (y, J’,) fir B, (y I’) einzu- 
setzen. In § 5 aindern sich die Definitionen (5.11), (5.13) zu: 


(19) R (9) 4(9) (1g) 
Moto = 2 dy Baer 3: Me, slr Ajo,s'Ur vie (8.8) 
aot et 
(29) R 4(9) R (9) 2g) 
Meo jo> {Bor arbi, > Baj,01 4 sto} = Ave ke (8.9) 


Diese beiden Matrizen sind ebenfalls im Anhang § 14 berechnet, 
und gemiiss (14.10) hat man jetzt in (5.15) A™ (durch (14.12) 
definiert) zu schreiben, ausserdem natiirlich By statt Ay. Die wei- 
teren Rechnungen verlaufen wieder ganz analog, und (5.21) ist 


daher mit dem Zusatz giiltig, dass in (5.23) A, N durch 2 (8.6) 
und N® (8.7), (4.27”) ersetzt werden, und dass an die Stelle von 
(5.22’) jetzt 


J, = 2y? A2{B,— 2A} (8.10) 

tritt. In (8.10) sind (14,12), (2.2), (8.4) einzusetzen, wodurch wir 
2 g? , ai 2 = 

I= 552 / dX 6,(2) (u® — A)" 8,(2) +n? [aX 4,(u2—A)-*9,} (8.11) 


erhalten. Im Vergleich mit (5.24) ist die Vertauschung der Faktoren 
1 und 2 zu bemerken. Der Ubergang zu (5.26) gilt auch hier. 

Der § 6 ist ohne Anderung zu iibernehmen, so dass noch die 
Bedingung fiir starke Kopplung § 7 zu diskutieren bleibt. Da sich 
die Bedingung (3.34) im vorliegenden Fall, wie erwahnt 


7n<%q Ao (8.12) 
schreibt, liefern die gleichen Uberlegungen, die zu (7.1) fiihrten, 


wegen (8.4) jetzt i a 
g’> ara & Vie (8.13) 
iit 4 
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Der (7.2) entsprechende und rechts einzusetzende Mittelwert wird 
wegen (8.1), (2.1) jetzt 


M{Q@,,}= fax fax’ Uy (2) Up (a") M{ z,, (2) 2, (2’)} (8-14) 


Die gleiche Theorie des Vakuumfeldes, die zu (7.3) fiihrte liefert 
uns auch 


dy M {x(a j1(2')} = 


3 ‘ ’ 5 te— + 
pr | etm (k) ef t@-2 


(2 
mit: , 
P =: se es 2 2 1 2 

m’ (k) = 2, 4 ~~ =r k 


Dies in (8.14) eingesetzt, ergibt analog zu (7.4) 
Y M{Q,.}= jet V2 (kt) m’ (k) =2 fax Up (u2 — A)tU, 
d 


+ uw? [aX Uy(u2—A)-#U, — (8.16) 


Der erste Summand entspricht den transversalen Mesonen, der 
zweite den longitudinalen. Setzt man nun (8.16), (2.5, 13) und die 
Gréssenordnungen (12.5, 6) in (8.13) ein, so ergeben sich die Be- 
dingungen: 

\g|>au fiir aw <1 


lg|>(@u)*” fir an>1 
Die Bedingung (3.35) andererseits lautet jetzt 


| (UF KU), 3, +0| <7 Ao (8.18) 


Analoge Uberlegungen wie diejenigen, die zu (7.6) fiihrten, liefern 
wegen (8.4) jetzt: 


g? 1? AyJ,> we? (8.19) 


oder, da nach (2.18) A» von der gleichen Gréssenordnung wie 
be? Bo ist: oe 

Pn? BodJ,>1 (8.19’) 
Der Vergleich von (8.11) mit (5.24) zeigt ferner, dass gréssen- 
ordnungsmissig 


J J 
ia (8.20) 


gilt. Infolgedessen kénnen die auf (7.6) folgenden Uberlegungen 
hier in gleicher Weise gemacht werden, sofern man nur J, f durch 
J,, g ersetzt. Daher folgen aus (8.19’) wieder die Ungleichungen 
(8.17, 17’), welche die ,,Bedingung fiir starke Kopplung® im vor- 
hiegenden Fall darstellen. Sie sind den Bedingungen (7.5, 5’) voll- 
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kommen analog. — Wir geben noch die erste Naherung von J, im 
Sinne einer Entwicklung nach (ay) bei au <1 an: 


J,= va (au <1) (8.21) 


welche sich aus (8.11) analog ergibt wie (7.7) aus (5.24) 


IV. Diskussion der Gleichung (6.3). 


§ 9. Das kompleze Nucleon. 
Um die Bedeutung der Schrédingergleichung (6.3) mit K (5.26) 
zu diskutieren, behandeln wir zunachst den Term H* (5.28), den 
wir nach (4.7, 8) 


B® = sale ~~ sin @ ~ (srt 2cos O 


2J\sn0 00 06 smO sin? @ (9.1) 


0 sept am)| 


schreiben, fiir sich; d. h. wir betrachten das Eigenwertproblem 
(H* — B®) F* (OG¥P)=0, (9.2) 


nach dessen Eigenfunktionen wir uns spater eine Entwicklung vor- 
genommen denken. Dieses Vorgehen ist ganz gleich wie in der 
Vektormesontheorie und wir kénnen fiir die Rechnungen daher auf 
den § 9 der in Fussnote‘) zitierten Arbeit verweisen. Der Ausdruck 
(9.1) ist der Hamiltonoperator eines Kugelkreisels mit dem Trig- 
heitsmoment J, die Eigenfunktionen und Eigenwerte von (9.2) sind 


= ei(mP+ny) Uy we (0) ; EY ae 
mats, oe 
j>|m| = j>\n/ 


Die Halbzahligkeit der drei Quantenzahlen folgt aus der Bedingung 
(6.4). 

Aus der Differential-Gleichung (9.1,2) ergibt sich fiir die Hermi- 
tizitaits- und Orthogonalitits-Integrale das Volumelement (d®@d¥d0 
sin @), woraus die nach (4.25) erwahnte Hermitizitaét der P (4.8) 
folgt. Nimmt man noch hinzu, dass (4.9) die Vertauschungsrela- 
tionen von Drehimpulsoperatoren sind, und dass (4.8) dieselben 
Gleichungen sind, wie diejenigen zwischen den Drehimpulskom- 
ponenten eines starren Kérpers in einem kérperfesten Axensystem 
und den zu den Eulerschen Winkeln (O®Y) kanonisch konju- 
gierten Impulsen (pep,Pe) — so erkennt man, dass die P,, mathe- 
matisch die Rolle von Drehimpulsen eines Kugelkreisels mit der 
Rotationsenergie (9.1) spielen. Diesen Sachverhalt interpretiert 
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man dahin, dass der durch die Freiheitsgrade (O®W) beschriebene 
Teil des Mesonfeldes durch die starke Kopplung fest an das ru- 
hende Nucleon gebunden wird; er bildet mit diesem zusammen 
ein sogenanntes ,,komplexes Nucleon‘, welches sich wie ein Kugel- 
kreisel verhalt. Der Spin dieses komplexen Nucleons wird namlich 
identisch mit den Komponenten des Kugelkreiseldrehimpulses be- 
ziiglich eines raumfesten Axensystems: 


Ml =— 3'8;,P,, MJ =po Eigenwerte: MJ =m 
> (Mi¥ =D) Pe, Eigenwerte: 7 (j+1) | 


so dass H* die diesem Spin entsprechende Rotationsenergie ist, 
sofern dem komplexen Nucleon das Tragheitsmoment J zugeschrie- 
ben wird. Diese ,,Spintragheit‘‘ wird fir a > 0 gemiss (7.8) un- 
endlich gross, worauf wir vor (1.9) Bezug nahmen. — Die Quanten- 
zahlen 7, m bestimmen also Rotationsenergie und Spin des kom- 
plexen Nucleons. Die Quantenzahl n bestimmt ferner seine Ladung, 
da sich diese zu 


(9.4) 


= * +P3;= - +p, Higenwerte = (n + >; (9.5) 


e 
ergibt. Die Grundzusténde 7 = 1/2, m= + 1/2, n= +1/2 ent- 
sprechen dem ,,nackten Nucleon“, wahrend sich fiir 7 > 1/2 soge- 
nannte ,,lsobaren“ ergeben. 

Die vorstehenden Ausfiihrungen gelten offenbar auch fiir den 
in § 8 diskutierten alternativen Kopplungsansatz, sofern man nur 
das Trigheitsmoment J durch J, (8.11) ersetzt. 


§ 10. Zum Strewproblem. 


Es sei ein Wort iiber die Streuung angefiigt, wobei wir uns auf 
den Fail g = 0 beschranken. Die Sachlage in den anderen Meson- 
theorien lisst erwarten, dass der iibrige Teil von K (5.26) eine 
Streuung der ,,nicht im komplexen Nucleon absorbierten*’ Me- 
sonen durch das komplexe Nucleon beschreibt, und dass das Pro- 
blem sich in vereinfachter Form darbietet, wenn man sich auf den 
interessanten Fall a «<1 beschrankt und die Energie wy =// u? +k? 
der einfallenden ,,freien Mesonen‘ als <a-1! voraussetzt?4). Es 
liegt nahe, dann in K (5.26) den Term H,’ zu streichen und in H®, 
HS die (qozo Porc) als von den (O®Y) unabhingige Variable auf- 
zufassen, so dass die Hamiltonfunktion 


K = H* + H® + H% + const. (10.1) 


leicht interpretierbar wird: H* entspricht dem komplexen Nucleon, 
H® reprisentiert das Vakuumfeld der ,,freien‘‘ Mesonen, H° (p,,,/ 
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O®Y) liefert die Wechselwirkung zwischen beiden. In Analogie 
zu dem ihnlichen Vorgehen beim Vektor- und Skalarfeld wird man 
nimlich vermuten, dass die gemachten Vernachlassigungen das 
Fortlassen einer Streuung bedeuten, die klein gegen die durch H% 
bewirkte ist. — Nimmt man nun noch die Energie der einfallenden 
Mesonen als gross gegen die Isobaren-Energiedifferenzen an, so 
kann HY” als konstant angesehen werden, und in H® sind die(O®¥), 
also auch die A als vorgegebene Parameter zu behandeln: 


K = H® + H?* + const. (10.2) 


Der Streuterm H*% (5.29) ist komplizierter als in den iibrigen Meson- 
theorien. Dies liegt in der urspriinglichen Hamiltonfunktion (2.6, 7) 
begriindet. Diejenigen Impulskoordinaten (pp;,,) némlich, deren 
konjugierte (qo;.) in H’ (2.7) auftreten, erscheinen in Ho (2.6) auch 
mit den iibrigen p,,, (r > 1) multipliziert — ein Umstand, der weder 
in der Vektortheorie noch in der Pseudoskalartheorie sein Analogon 
hat. Immerhin lasst sich das zu (10.2) gehérige Streuproblem in 
ihnlicher Weise wie das entsprechende Problem in der Vektor- 
theorie behandeln. Als Lésung ergibt sich: 


dio eat jo, Jo Qo" 


XG ie U, = ;, (x,t) = const. e~ ae eit 6 | (10.3) 

mit: 

fic.io (OP Y) =a9(a,n)*8 37 (S bic 511, 8oe)( 84 +-2 bsg | 
+ dg (ay)? sane 6,0) (10.4) 


li “ee. 


{6,44 + 38,) (50,,, +25 ai 28 82) — 41; 8,,,} | 


wobei: 
a = [AX Uy(—A)* Uy, & =73, Ip= hod (|8| =|8°| =1) 


Nach (12.3) ist a, ebenso wie das durch (12.4) definierte a) von 
der Gréssenordnung des Nucleonradius. 

Wir wollen die ziemlich langen und verwickelten Rechnungen, 
die zu (10.4) fiihren, hier nicht angeben. Aus (10.4) folgt fiir den 
mittleren Wirkungsquerschnitt namlich die Gréssenordnung ~ 
(a® 4), d. h. um (a )* kleiner als in der Vektor- und Pseudoskalar- 
theorie. Dieses Ergebnis lasst es als méglich erscheinen, dass durch 
die oben eingefiihrten Vereinfachungen eine starkere Streuung 
ungerechtfertigterweise vernachlassigt ist. 
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V. Mehrere Nucleonen. 


§ 11. Kréfte zwischen Nucleonen. 


Wenn anstatt eines einzigen Nucleons jetzt N ruhende Nucleonen 
an den Orten zy (v = 1, 2, ....N) mit dem Mesonfeld in Wechsel- 
wirkung aan so ist der Kopplungsterm (1.11’) durch 


9’ = »S,, 9, =6 a (& — &, ) a oe sf) ( f Pio +H) (11.1) 
v=1 

zu ersetzen, wihrend §p, (1.11) unverandert bleibt. Die Schrédinger- 
funktion hangt von den Spin- und Ladungsindizes aller N-Nucleo- 
nen ab, hat also 4” Komponenten. Die Matrix (of? 1!” wirkt auf 
die Indices des »-ten Nucleons allein, beziiglich der Indices der 
(N — 1) anderen Nucleonen ist sie als Einheitsmatrix aufzufassen. 
In Analogie zu § 2 entwickeln wir die Feldfunktionen nach 
einem vollstandigen Orthogonalsystem reeller Funktionen U, (2) 


[r =4, 2,...()] 
=); U, VrKt Tyg = Pi U, Prko (x = 5) (11.2) 


Und in Analogie zu (2.2) definieren wir die Funktionen U, (x), U, 
(x)... Uy durch 


U,=—-6, (e—z,)  (v=1,2---N) (11.8) 


n ist fiir alle U, gleich und durch (2.4) gegeben. Da die Nucleonen 
als nicht tiberlappend: 


6, (@— &,) 6,(x— 2,)=0 fir w+ (11.4) 


vorausgesetzt werden, ist die esta der Funktionen U,.... 
Uy gewihrleistet. Gehen wir jetzt mit (11.2, 3) in die Hamilton- 
funktion (1.11) (11.1) ein, so resultiert 


A,= seed tn, st Prko Psio - Bix. st Irko stot (11.5) 


a0 YH, H=1 2) of {f Vo + Sted (11.6) 
v= e@ 


Dabei sind die Matrizen A, B immer noch durch (2.8, 9) definiert, 
nur sind unter den U,(x) jetzt die neuen Funktionen zu ver- 
stehen. An die Stelle von (2.12, 13) treten daher erweiterte Glei- 
chungen, die wir nur fiir 4, B ausrechnen. Man findet: 


Ay, a A 0 Ox) By 7] =B 0 Ox) | (11.7) 
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wo Ag, By wieder durch (2.13) gegeben sind. Fiir v + yu liefert (2.10) 
wegen der Orthogonalitat: 


A 0? 2 A\—-1 TT 
Ann [AXU, seam (8 — 4) U, (11.8) 


was sich fir au <1 und Nucleonabstinde |z,,—z,| <a wegen 
(11.3) in erster Niherung zu 


—wur ‘ > > > 
i: 1 02 (; tad ) zl") — oy — Ly 


A urwi= - 
“uk, vl n? dxl#”) dae” 4n Tiey Cag = | 2) | 





(u,»<N) (11.9) 


vereinfacht. In analoger Weise findet man 


ae” ee ee ae (11.10) 
ukyvl ie a 1 dae”) dain”) 4aT yy i 





Um die zu § 3 analogen Rechnungen durchzufithren, beschranken 
wir uns wieder auf einen einparametrigen Kopplungsansatz und 
setzen in (11.6) zunichst g=0. Die Matrix, die H’= 2 Hy, dann 
analog zu (3.2) diagonalisiert, ist das direkte Produkt 

U=U,x U,x--- x Uy (11.11) 


wobei U, gemiiss (3.11) fiir das »-te Nucleon und seine Indices de- 
finiert ist, und H, gemiss (3.10, 12) auf Diagonalform bringt, so 
dass sich 


N 
H’=—-yURu*, R=)'R,, y=nf (11.12) 


ergibt. Ry ist die nach (3.12, 18) fiir das »-te Nucleon und seine 
Indices definierte Diagonalmatrix. Analoge Uberlegungen wie in 
§ 3 fiihren uns von hier zur einkomponentigen Schrédingergleichung : 


{WU* KW).6..40...- BF 4040..,40=9 (11.138) 
mit 
N 8 
K=H,-y J DW =F+G (11.14) 
=i n 
G ist mit (3.18) identisch, wahrend 


ail Pe A Bix, st Uke Isto — Vn (11.15) 


e Ts 
Vere = z= ME, HY = ¥ Sine aed (11.16) 
n ke 


Die Funktion F hat wieder ein Minimum, und bei starker Kopp- 
lung kénnen wir uns auf kleine Schwingungen um dasselbe be- 
schrinken. Zur Bestimmung des Minimums wenden wir das gleiche 
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Verfahren wie in §3 an und fiihren, den 9 N Nebenbedingungen 
entsprechend, die 9 N Lagrangeschen Multiplikatoren «,,, ein. 
An die Stelle Gleichungen (3.21, 22) treten dann: 


2 Brit Veto — 2 arate 0 (11.17) 
" (kg = 1, 2,3) e- 1, 2, -- +00) 
—~ee 2, %te a = (11.18) 
(n = 1, 2,3) (v =1,2,3---N) 
Gleichung (11.17) lasst sich mittels (2.11) umkehren: 
Gste= OD, Dei, nb “nde (11.19) 
welches fiir s = v = 1, 2, eee” in 
Grte= Bo%iy +O" 2) Bunun tute (2 -% aber w+) (11.20) 
itibergeht. Aus (11.16, 18, 20) folgt: 
rO= + Sy” pg atete Keke (11.21) 


“u kle 


ate = sine ZL, Bn uk sr Cuko (11.22) 


klo 


wo I wieder durch : 28) und S® analog (3.29) definiert ist. Da 
nun die B,; .. (” + 4) gemiiss (11.10) fiir grosse r,, sehr klein sind, 
denkt man sich die Gréssen 4,;0, 7), yz. nach den By; ux (V+) 
entwickelt. Die B-freien Terme ergeben sich, indem man in den 


obigen Gleichungen die B,; ,,,=0 (y+) setzt. So findet man aus 
(11.20, 21) und mittels (11.16): 


[9 v1¢le = E-« Bo [ro] » [ro = r= Ys Bo ’ [200 = y sy (11 .23) 


Durch Einsetzen von (11.23) in (11.19—22) ergeben sich sodann die 
in den B,, ,.(”+) linearen Terme, von denen wir nur aus (11.22): 


at rYO—ZT+ vod Bisa, ee (11.24) 
B @ 


berechnen. Das geniigt schon um den Minimalwert F von (11.15) 
zu erhalten. Aus (11.17) ergibt sich namlich: 


do te Bis ot Vote Tete ™ 2, Inte “uke 
o rk sl uke 


und aus (11.16, 18): 


r> ny a d) “rte Lote 
vn vlo 
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Fir F (11.15) finden wir daher, wenn wir noch (11.24) beriick- 
sichtigen: 
F=-57 Di2=-% 2ByN+5 "Ve" — (11.28) 


“uy 
Vi =P Brn SSeS (11.26) 
K 4 


view hangt gemass (11.10) von r,, ab. 


Die Berechnung von F ist hinreichend, um die Kriafte zwischen 
den ruhenden Nucleonen in einer ersten Naherung zu liefern. In 
der Tat:F ist die erste N aiherung von K und damit von (U*KU),9..., 
+o---- Daraus, dass diese Naherung der Hamiltonfunktion sich 
gemiiss (11.26) zu einer Funktion der Nucleonkoordinaten allein 
reduziert, entnimmt man, dass sich die Krafte zwischen den Nu- 
cleonen aus den statischen Potentialen (11.25, 26) ableiten. Wir 
begniigen uns mit dieser Naherung, wollen aber vor der Diskussion 
noch auf den alternativen Kopplungsansatz eingehen. Es ist klar, 
dass ein analoges Vorgehen, wie wir es im § 8 eingeschlagen haben, 
uns hier zu dem Ausdruck 


r. 3 ra 1 , v 
Fi=- yn AN +zd ven (11.27) 


Ti) = — 2S Ayan 388 8 (11.28) 
e 


fiihren wird, in Analogie zu (11.25, 26). Setzen wir nun die Werte 


(11.9, 10) fir A und B in (11.26, 28) ein, so ergeben sich folgende 
statische Potentiale der Nucleonkrafte: 


iv . - : 
Vy) = — PP Lee d( E88 555) 
») 0 e Tuy P 
(z Sie ne Tar,, (11.29) 
v g? ; é 
Vin = — £5(r5 ke saat) (88 ry = - tu» (11.80) 


Man hat es mit Kraften zwischen den komplexen Nucleonen im 
Sinn von §9 zu tun, von deren ,,inneren Variablen‘ (O, Dy Py) 
die Potentiale durch die S noch abhingen. Infolgedessen sind die 
V;,V, als Operatoren auf die Schrédingerfunktion aufzufassen, 
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wodurch sich der Austauschcharakter der Krafte ergibt. Denkt 
man sich die Schrédingerfunktion nun nach Produkten aus den 
Eigenfunktionen F}\”,, (O, D, Py) der Isobarenenergien H¥” (9.1) 
der verschiedenen Nucleonen entwickelt, so entsprechen den Opera- 
toren V,, V, in dieser Basis Matrizen mit den Elementen 


Gm fig g| VO [fem ---jnymiyny) (11.81) 
Die Untermatrix, die dem Fall entspricht, dass alle Nucleonen im 
Neutron-Protonzustand sind (7; = 7; = 1/2 fir alle »), ergibt sich 
zu}5) ; , 

fae a she i 7) 


| @.5) + oa (6% grad) (o®-grad)}U(r,,) (11.82) 


Vi0? = 5g? (em. 2 { 3 (6. giad) (6 -grad)}U(r,,) (11.88) 


mit: ef. 

U(r)=z eo" (11.34) 
wo die Paulischen Spinmatrizen a) auf die Quantenzahlen m,, und 
die isotopen Spinmatrizen +” auf die Quantenzahlen n, wirken. 

Dieses Resultat ist bis auf den Faktor 1/9 identisch mit dem 
Nucleonwechselwirkungsoperator, den die Methode der schwachen 
Kopplung liefert?*). In dem Fall also, dass bei Nucleonwechsel- 
wirkungen die héheren Isobaren-Zustinde (j > 3/2) unangeregt 
bleiben, sind die Kernkrafte in der ersten Naiherung der starken 
Kopplung bis auf den Zahlfaktor die gleichen wie in der ersten 
Naherung der schwachen Kopplung. Es ist indessen zu beachten, 
dass wir — im Gegensatz zur schwachen Kopplung — nicht berech- 
tigt sind, im Fall f+0, g+0 das Potential als V = V,+ V, an- 
zusetzen; der allgemeine Fall wiirde eine besondere Untersuchung 
erfordern?’), 

Sowohl nach (11.82) wie nach (11.33) waren die Krafte zwischen 
einem Proton und einem Neutron in einem S-Zustand ((7,: 72) 
(6,°6,) = — 8) auf grosse Distanzen abstossend, wihrend bei stiar- 
kerer Annaherung die zunehmende Anregung der Isobarenzustinde, 
wie eingangs bemerkt’), zu einer Anziehung fiihren wiirde. 

Es diirfte indessen nicht angezeigt sein, das Deuteronproblem 
nach dieser Theorie in Angriff zu nehmen, bevor nicht die Frage 
nach dem Siattigungscharakter der abgeleiteten Krafte im Fall der 
schweren Kerne abgeklart ist’). In diesem Zusammenhang ist zu 
bemerken, dass das Wechselwirkungspotential (11.32) sich von dem 
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analogen Potential der Vektormesentherie nur durch das Vorzei- 
chen unterscheidet, und dass das Gleiche zwischen dem Potential 
(11.83) und demjenigen der Pseudoskalartheorie gilt. Wie nun 
F. Cozster mittels der statistischen Methode (Thomas-Fermi- 
Naherung) gezeigt hat), liefern zwar die ladungssymmetrische 
Pseudoskalar- und Vektortheorie Krafte mit Sattigungscharakter ; 
dieser Sachverhalt kann sich indessen infolge des Vorzeichen- 
wechsels andern. 


VI. Anhang. 


§ 12. Abschitzwng einiger Integrale. 


Um die folgenden Abschaétzungen herzuleiten entwickelt man 
U, (2.2) als Fourierintegral : 


U, (x) = (22)73? f d3tV, (k) ft) (12.1) 
dt=dt,dt,dt, k=|?| 


Wegen der Kugelsymmetrie von U, [vgl. (1.10)] gilt das gleiche 


fir V)im ~Raum. Uo ist wesentlich + 0 fiir |r| <a, V, fiir k < 1/a. 
Daher gilt 


l/a 


faxu, R( (4) Uy= [ast- R( R(—k®)V2(k) sae ae k? R (—k?) V2(k) 


wo RF (A) eine der unten vorkommenden siaeleiain Funktionen von 
A ist. Ersetzt man wegen 


ferv2- fax U2= 
und unter Voraussetzung eines verniinftig glatten Verlaufs, V? 
durch den Mittelwert a, so wird 


1/a 


fax Uy R(A) Uy x a [dk -k? RB (—k?) (12.2) 
0 
Hierdurch berechnet man sich folgende Abschaétzungen?°). Zunachst : 


} dX Uy(- 4)"U,~[a-2"]_ (n> — und rational) (12.8) 


Hiermit steht die Definition des Nucleonradius von Oppenheimer 
und Schwinger (ay) in Ubereinstimmung?!) — vgl. (2.5) 


ast = fax fax Oe) yin =4n [4X 6,(- 4)", 


jane] = 


=4n n? [aX U,(—A)"!U, (12.4) 
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Weiter findet man fiir az > 1 im Sinne eimer Entwicklung nach 
(amu)-* 

[aX Uy (ue? — A)" Uy = 2" {1 +[a py? ++} [uP] (12.5) 


(n = beliebig rational) 


Fiir au <1 andererseits hat man im Sinne einer Entwicklung nach 
(au): 


[aXU,(u?—A)'U y= [aX Uy(—A)" Up fl +[an]+---} a2) (12.6) 


fir n > 0 rational und n = —1/2,—1. Dagegen wird: 
fax Up (u2 —A)-2 Uy w [a4 (au)! ] fir au <1 (12.7) 


Dies hingt damit zusammen, dass fiir (12.7) — im Gegensatz zu 
(12.6) — die in (12.2) auftretende rationale Funktion k?R (— k?) 
den Grad < —1 in k hat. 


§ 13. Eigenschaften der orthogonalen Matrix S (Zu §§ 4,6). 


Die in (4.6) zugrunde gelegte Abhangigkeit der orthogonalen 
Matrix S von den Eulerschen Winkeln (O®Y) lautet: 


cos ®-cos@ sin ® cos ®-cos@ sin ® P 
—sin¥ cos ¥| cos Y sin | “°° i 
S =| |sin®-cosO cos @® sin®-cos@ cos®| . — (13.1) 
sin cos Y —cos¥ sin¥ ieceidhiae 
— cos ¥- sin @ — sin ¥-sin O cos O 


Die Variablenbereiche sind: ® = (0,22), ¥= (0,22), O = (0,2). 
Aus (13.1) folgt: 
S,,=S;,8,,-8,,8;, 33} zykl. Perm. von (1,2,8) (18.2) 


Ableitungen: Definiert man die antimetrischen Matrizen Ag A,Ao 
durch: 
0S’ 08s 


A,=>4, 8=-8'5,8'= S~-1=Transponierte von S) (138.8) 


so gilt: - 


. 08s 
Ss =A, 5 =-SA, (18.4) 


Wie alle antimetrischen Matrizen lassen sich die A, als Linear- 
kombinationen der 


0 0 0 001 o-1 0 
4,-(1 0 -1) 4,-( 0 0 9 Ay=(1 0 3 (13.5) 
a s -1 00 eg 
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den infinitesimalen orthogonalen Matrizen, darstellen. Man findet: 
A,=sin 9 (A,-cos ¥+<A, -sin Y)— A,-cos O 


A,=A,-sin ¥ — A,-cos ¥ (13.6) 
A, -_ A, 
Wir benétigen die Umkehrung: 
sin @ 


sin Y 
sin ® 


A, = Aosin ¥ + 82 (4, +008 @- A,) | 
A,=—A,:cos¥+ 
A,=A, 


(4g +cos @- A,) | (13.7) 


Lasst man die Operatoren P, P, Ps; (4.8) auf die S,, — als Funk- 
tionen von (OMY) aufgefasst—wirken, was P, (S,,) geschrieben 
sei, so erhalt man auf Grund von (4.7, 8) und (13.4, 7): 


P,, (8) =1(SA,), d.h. P,(S,,) =% (8 A,)o0 (13.8) 
Die Ausrechnung der rechten Seite liefert: 
P;(8,,)=0 P; (S,;) ee 18, P; (8,1) ——$ Sox (13.9) 
(jkl = zykl. Perm. von 1, 2, 3) 
§ 14. Rechnungen zu §§ 5, 8. 
Zur Berechnung von A® A® A@” A@®% setzen wir (4.19) in (5.11) 
und (5.18) ein, sowie (8.6) in (8.8) und (8.9). Das ergibt: 


AY 16 a;; | 
. \-> 4 by B53 sq~ 945579) (Si, So — 1; 9,6) (14.1) 


1 
AM a al? 
mit: 
1 B 4 B 4. R2 
5 TE ae Bois: Asier Ber,oj + 9;; 40 Bo — 
0 mw ts 


a4 By 2 (Bois Aheies + Aenea Bue) (14.2) 


A A...B 4 B. A2 
ay) = qa? Fae Oe By gr Ayr,o; + 9; Bo Ag — 
0 8 


U's’ 
re Ay 5 -  - + Riess Aj101) (14.3) 
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und: 


Ajo | be 
Aa) peice 8,,~ 51; 856 + Zio fe eS io 6.5 840) (14.4) 


ke,lo 


(14.5) 


(14.6) 
Nun gilt: 


Weiss os Ox) Res Eve =~ fax U, (u? a A)" U, (14.7) 
a] 


B 


A,, iG teal fC! 


sl a’ 
1 2 - 
at tar Lou +s [aX Uy(u2— A) *U,| (14.8) 


B,, sl’ Ayy op 
sls’ 


= 8, (Flt [aXUy(@—A)*U,} (14.9) 


wie man durch Ubergang von den Matrixprodukten zu den ent- 
sprechenden Operatorprodukten gemiss (2.10,11) berechnet. — 
Aus (14.1, 2, 4, 5, 7, 8) einerseits und (14.1, 1, 3, 4, 6, 7, 9) anderer- 
seits ergibt sich dann: 


(1) (2) 
Ay, lo ~~ Ae te \14 
(19) (29) (9) 
yo te Ait A 


(S46 S;. — 542 55) (14.10) 


wobei die Konstanten A, A durch die Gleichungen 
- 2 \s 
(A,-2.) B2 = ao loo i. 3 / ax Ug (u2—A)-2U, (14.11) 


(By— 2.4%) 42 = 21,4 4 fax Up(u®—A)-2U, (14.12) 


bestimmt sind. 
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Die mitgeteilte Untersuchung habe ich auf Anregung von Herrn 
Professor Dr. Grecor WeEnvrzEL unternommen. Fiir seine stete 
Bereitschaft zu Diskussion und Ratschlagen, sowie fiir das fér- 
dernde Wohlwollen, welches er mir dauernd entgegenbrachte, 
méchte ich an dieser Stelle meinem hochverehrten Lehrer aufs 
herzlichste danken. 


University of Chicago, Department of Physics. 


Anmerkungen. 


1) Eine Ubersicht iiber Rechnungen und Literatur bis Ende 1946 findet sich in 
§§ 1 und 4 des Artikels von G. WENTZEL, Rev. Mod. Phys., Vol. 19, Nr. 1 (1947). 

2) Vgl. N. Kemer, Proc. Roy. Soc. 166, 127 (1938). 

3) Vgl. M. Frerz und G. WentzEL, Helv. Phys. Acta, 17, 215 und 252 (1944); 
K. Bieuter, H.P.A. 17, 405 (1944) und 18, 317 (1945); G. Wenrzex, H.P.A. 
18, 430 (1945). 

4) G. WENTZEL, Helv. Phys. Acta 16, 551 (1943). 

5) Vgl. G. WENTZEL, Quantentheorie der Wellenfelder (Deuticke, 1943), Formeln 
(12.5), (16.5). 

8) Vgl. G. WeNnTzEL, Quantentheorie der Wellenfelder § 12, wo der entsprechende 
Ubergang fiir Operatorfelder ausgefiihrt ist. 

7) Vgl. N. Kummer, Proc. Cambr. Phil. Soc. 34, 354 (1938); auch G. WENTZEL, 
Quantentheorie der Wellenfelder § 19. 

8) Im folgenden gelten stets folgende Summationsregeln: In )’ Y laufen r, s von 


rs 
0 bis co. In 3’ Dd” laufen r,s von 1 bis co. Anderseits laufen die Indices 


oe 
(oot, ij klmn) stets von 1 bis 3. 
®) In der in Fussnote ‘) zitierten Arbeit iiber das Vektorfeld ist die Konstante, 
die unserem B, analog ist, mit C bezeichnet. 

10) In § 3 und § 6 deuten wir das direkte Produkt zweier Matrizen durch x an, 
um es vom Matrixprodukt zu unterscheiden. 

11) Vgl. die in Fussnote *) zitierte Arbeit, p. 568. 

12) Unsere Matrix { ist dort mit S bezeichnet. 

13) Vgl. § 12 des in Fussnote 5) zitierten Buches, im Vakuum stimmen Vektor- und 
Pseudovektorfeld iiberein. 

14) Vgl. zu den Ausfiihrungen in diesem Paragraphen den § 10 der in Fussnote*) 
zitierten Arbeit. 

15) Vgl. Formeln (15.9) bis (15.13) der in Fussnote *) zitierten Arbeit. 

16) Vgl. Formel (69b) der in Fussnote 2) zitierten Arbeit. Dort ist beim Term 
({3¢y, op) versehentlich der Faktor k? ausgelassen. Kemmers Konstanten hau- 
gen mit unseren wie folgt zusammen: /, = tV 2/u Ve »Ge=9 y2u /p. 

17) Vgl. §§ 11—13 der in Fussnote ‘) zitierten Arbeit. 

18) Herr E. TRucco hat hier cine Untersuchung dieser Frage vorgenommen. 

19) Vgl. F. Cozstrr, Helv. Phys. Acta 17, 35 (1944). 

20) Im folgenden heisst [.....]: von der Gréssenordnung. 

21) Phys. Rev. 60, 150 (1941). 





Zerfall der Quecksilber-Isomere Hg19” 
von 
0. Huber, F. Humbel, H. Schneider, A. de Shalit*) und W. Zinti, ETH., Ziirich. 
(29. XII. 1950.) 


Summary. The radiation from Hgssh and Hgteh has been investigated and it 


is shown that a genetic relation exists between these two states. From results of 
coincidence measurements (using G. M.-counters) between the conversion electrons, 
together with the results of the lens spectrometer, the conversion coefficients 
of the y-transition in Hg!®? have been determined. By another coincidence tech- 
nique (described below) within the lens spectrometer the y-transitions from the 
excited Au!®? levels were studied. It is shown that the isomer Au !9?* (7,4 sec) 
decays by the emission of three y-rays in cascade; the conversion coefficients of 
these y-rays are evaluated, A decay scheme for Bgssh+c0d is proposed. 


Einleitung. 


Uber den Zerfall von Hg™ sind von verschiedenen Autoren?) 


Messungen gemacht worden, ebenso iiber die Anregungsniveaus 
des daraus resultierenden stabilen Au*’-Kerns. Die Schwierigkeiten 
bei diesen Messungen bestehen darin, dass die emittierten Konver- 
sionselektronen nur kleine Energie haben und deshalb diinne Pria- 
parate erforderlich sind. Ausserdem ist es bei y—y- oder B—y-Koinzi- 
denz-Messungen fast unméglich, die verschiedenen y-Komponenten 
durch Absorption zu trennen. Die vorliegenden Ergebnisse sind 
daher hauptsichlich das Resultat von Spektrometer-Messungen in 
Verbindung mit einer Koinzidenz-Anordnung im Spektrometer. 
Nach friiheren Messungen”) schien das Hg! in zwei isomeren 
Zusténden Hgi% und Hgi? zu existieren, die unabhingig von- 
einander durch K-Einfang in Au’ zerfallen. Beim Zerfall des Hg}8", 
fiihren ca. 97% der Ubergiinge iiber eine stark konvertierte y-Kas- 
kade von Ey, = 164 keV und Ey, = 1383 keV. Von dieser kennt man 
die Lebensdauer des Zwischenzustandes®) (7-10-® sec) und die Win- 
kelkorrelation der aufeinanderfolgenden Konversionselektronen‘). 
Die restlichen 3% der Hg!’-Kerne zerfallen durch K-Einfang in 
ein metastabiles Niveau Au!’* von 7,4 sec. Halbwertszeit, das 


*) From The Hebrew University, Jerusalem. 
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von WiEDENBECK®) durch Anregung des einzigen stabilen Gold- 
isotops mit Réntgenstrahlen gefunden worden war. 

Die jetzigen Messungen zeigen hingegen, dass die beiden Hg- 
Isomere nicht unabhingig voneinander zerfallen, sondern dass 
der tiberwiegende Teil des Hg}9", tiber die Kaskade y, und y, in das 
Hgjgi, ubergeht. Wir bestimmten die Konversionskoeffizienten und 
deren Verhiltnisse Nx: N;: Ny. Soweit diese mit den genauen Rech- 
nungen von Ross, GoERTZEL, Sprnrap, Harr und Strone®) ver- 
glichen werden kénnen, ist die daraus bestimmte Multipolordnung 
der y-Strahlen in Ubereinstimmung mit den gemessenen Lebens- 
dauern der angeregten Zustinde. Im weitern zeigen die Messungen 
eindeutig, dass der isomere Zustand des Au?*”* in Kaskade zerfallt. 
Daneben wurden im Elektronenspektrum einige weitere Linien ge- 
funden und zugeordnet, zum Teil als Augerelektronen. 


Herstellung der Praparate. 


Die Praiparate wurden im Cyclotron hergestellt durch Bestrahlen 
von Gold mit 6,8 MeV-Protonen. Durch p-n-Prozess entsteht als 
einziges radioaktives Isotop Hg”. Die Coulomb-Abstossung ist fiir 
Z= 79 schon so gross, dass nur relativ schwache Praparate er- 
halten werden konnten, selbst nach einer Bestrahlungsdauer von 
10 h. So war es z. B. nie méglich, Compton- oder Photo-Elektronen 
im Spektrometer genau auszumessen. Nach der Bestrahlung wird 
die oberste Schicht der Au-Target abgeschabt und daraus das Hg 
im Hochvakuum auf eine 0,1 mg cm-? dicke Al-Unterlage auf- 
gedampft*)’)*). Damit das Hg auf der Al-Unterlage besser haftet, 
wird gleichzeitig mit dem Hg inaktives Gold aufgedampft, also eine 
Doppelstrahliethode angewandt. Nachher kann die Schicht (Al + 
inaktives Gold + Hg!) bequem vom NaCl-Kristall, der als Trager 
dient, gelést werden. Der Kochsalzkristall wird dazu einfach in 
Wasser aufgelést; das Praparat schwimmt auf der Wasserober- 
flache und wird auf ein diinnes Formvarhiautchen iibertragen. Die 
Praparat-Schicht samt Unterlage wiegt 0,2—0,3 mg cm-?. 


Spektrometermessungen. 


Im verwendeten Linsenspektrometer®) haben die gemessenen 
Konversionslinien eine Breite von 2—5%, je nach der Grésse der 
verwendeten Praiparate. Normalerweise wurde als Zahlrohrfenster 
1,3 mg cm-* Glimmer gewahlt (EH > 50 keV) wahrend fiir kleinere 
Energien ein Formvarfenster von ca. 0,2 mg cm-? verwendet wurde. 


*) Fiir die Herstellung der Praparate méchten wir Herrn Dr. H. FRAUENFELDER 
bestens danken. 
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Fig. 1. 

Spektrum der Konversions-Elektronen von Hg!®?. Zahlrohrfenster 1,30 mg cm—* Glimmer: 

Quelle plus Unterlage 0,25 mg em—*. Die Linien bei 110 keV und 176 keV sind die K- und 
I-Konversionslinien eines y-Strahles von 191 keV. 
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Das 6-Spektrum wurde im ganzen Bereich von 6 keV bis 400 keV 
untersucht. Die Resultate von 6—40 keV tragen eher qualitativen 
Charakter, da die Absorption in der Zahlrohrfolie fiir diese Ener- 
gien nur schétzungsweise bekannt ist. Immerhin kann deutlich die 
Gruppe der LMM- und der LMN-Augerelektronen erkannt werden. 
Allerdings kann nicht angegeben werden, welche Niveaus in den 
verschiedenen Schalen daran beteiligt sind. Sicher ist erwiesen, dass 
Hg?” kein kontinuierliches Spektrum, noch Elektronenlinien im 


1 194 kev 
oo 
rz 
Konversionselektronen 
des "7%u (7 sec) 





Anreguag: "Hg, K-Eintang 10%, 


i= 275 kev 


eee He 
™ 
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| 322 keV | 386 keV 








1600 «1800 2000 42200 2400 #2600 


Fig. 2. 


Bereich von 11—40 keV aussendet. Das Elektronenspektrum héhe- 
rer Energien ist in Fig. 1 und Fig. 2 dargestellt. Die Interpretation 
der Linien geht aus Tabelle I hervor. Bei der Angabe der relativen 
Flache der einzelnen Linien ist die Absorption in der Zahlrohrfolie 
beriicksichtigt. Die Messungen der Durchlassigkeit fiir das ver- 
wendete Zahlrohrfenster werden spater beschrieben. Wir haben die 
zeitliche Abnahme der Elektronenlinien des Hg™®™ gemessen, der 
Verlauf fiir die 183, ,- 164,,.- und 275,-Linien ist in Fig.3 dar- 
gestellt. 
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Tabelle I. 


Interpretation des Konversionselektronenspektrums von Fig. 1 und 2. 





Energie 
in keV 


Halbwertszeit 


Rel. Flache 
zur Zeit t=0 


Interpretation 


Konvert. in 








50 
54, 55 
63 
74 
81 
89 





23 h 

65 h wahrsch. 
23 h+65h 
23 h+ 65 h 
23h 

6,7 h 

23 h+ 65 h 
23 h 

23 h 

23h 

23h 

n. messb. 
23h 

23h 





17,1 
174,7 
47,5 
24,8 
Verunreinigung 
41 
14,2 
55,3 
21,5 
0,8 
0,18 


ev. K- und Z-Konversion 
einer y-Linie von 402 keV. 


133% 
KLL-Auger 
77, 
Ty 
164, 
IL-Konv. von Cd1°? 
191x 
133, 
13347 
164, 
164, 
191, 
275K 
275, 








Hg 
Au 
Au 
Au 
Hg 
Ag 
Au 
Hg 
Hg 
Hg 
Hg 
Au 
Au 
Au 











120 


80 


Fig. 3. 


160 Stunden 


Zeitliche Abnahme (Ty, = 23h) der 1337 y4-, 164,45 y4- und der 
275 x - Elektronenlinien des Hg}®’. 
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Nach diesen Messungen wurde das Spektrometer nochmals ge- 
eicht, indem die bekannten Konversionslinien von Au und J1%1 
ausgemessen wurden. Die Genauigkeit der in Tabelle I angegebenen 
Energie-Werte betragt + 0,5 keV. Die Auswertung zeigt nun, dass 
die y-Quanten von 164 keV und 133 keV nicht dem Au, sondern 
dem Hg zugeordnet werden miissen. Wenn man namlich die K—L-, 
die K—M- und die L—M-Differenzen der einzelnen Konversions- 
linien bildet, ergibt sich eindeutig, dass die 164 keV und die 133 keV 
y-Strahlen in einem Hg- und nicht wie bisher angenommen, in 
einem Au-Atom konvertiert sind’). 


Tabelle II zeigt die K—L- und die K—M-Differenzen in keV von 
Au und Hg, wie sie aus Réntgenstrahlmessungen?®) bekannt sind. 
Tabelle II. 

K-L- und K-M-Differenzen in keV von Au und Hg. 





Atom | K-Ly | K-Ly | K-Lyq| K-M, | K-My | K-My| K-Myy| K-My 





Au 66,39 | 67,01 | 68,83 | 77,41 | 77,71 | 78,00 | 78,42 | 78,50 
Hg | 68,23 | 68,85 | 70,78 _— — 80,20 | 80,65 | 80,74 



































In der Tabelle III sind die entsprechenden Messwerte aus ver- 
schiedenen Messungen eingetragen. 


Tabelle III. 
Gemessene K-L-, K—M- und L[—M-Differenzen der einzelnen Elektronenlinien von 
Fig. 1 und 2. 





Energie des y-Strahles 


in keV K-L K-M I-M 





17 = an 11,2 + 0,2 
133 70,1 41,1 | 80,7+0,4 | 106+41,3 
164 70,5 -+0,3 | $1,2+0,9 | 10,7 40,8 
191 66 pe ant 
275 67 im sy 




















Wenn man diese beiden Tabellen vergleicht, ergibt sich mit Be- 
stimmtheit, dass die 188 keV und 164keV y-Strahlen Ubergangen in 
einem Hg-Kern zuzuordnen sind. Es liasst sich sogar die Vermutung 
aussprechen, dass die Anteile des Ly- und Ly,-Niveau an der Kon- 
version grésser sind, als derjehige des L,-Niveau. Leider fehlen aber 
theoretische Rechnungen bei diesem Z vollstandig und auch die 
Messungen sind nicht ausreichend, um die Mischungsverhiltnisse 
der einzelnen Subschalen zu bestimmen. Der Kern, in dem der 





Zerfall der Quecksilber-Isomere Hg}®’. 133 


77 keV y-Ubergang stattfindet, kann aus der L—M-Differenz der 
Konversionselektronen nicht bestimmt werden, da man dazu genau 
wissen miisste, welche Subschalen an der Konversion beteiligt sind. 
Immerhin zeigen (K—e-)- und (K—y)-Koinzidenzen an Hgl%, 
dass der Ubergang wahrscheinlich im Folgeprodukt stattfindet, in 
diesem Falle also im Au. Die y-Strahlen von 191 keV und 275 keV 


sind eindeutig im Au konvertiert. 


N 


Absorptionskurve des Au’”’* 





Anregung: Au (n,n) Au“ 


L-Strahlung 











T T 2 
mg cm Al 








mg cm~* y =37mg cm-? 

Fig. 4. 
Absorptionskurve der Elektronen des Au!®’* (7,4 sec) .Anregung: Au (n,n) Au*. 
Praparatdicke 2 mg cm~*. Zahlrohrfenster 1,5 mg cm~*. Abstand Quelle—Zahlrohr 
2 cm. Messung in Luft. Die gemessene Kurve 1 kann in die beiden Anteile 2 und 3 
zerlegt werden. 


Isomerer Ubergang 


Der 275 keV y-Ubergang riihrt her von einem isomeren Zustand 
von 7,4 sec HWZ des Au™, der durch K-Einfang von Hgi%' ge- 
bildet wird. Es ist ja gelungen, dieses Isomer aus der Mutter- 
substanz Hg’, abzutrennen!). Die K — L-Differenz stimmt mit 
der Konversion in Au iiberein. Es ist sehr wahrscheinlich, dass 
dieser angeregte Zustand identisch ist mit dem Gold-Isomer Au®* 
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(ebenfalls 7,4 sec), das durch direkte Anregung von Gold mit Rént- 
genstrahlen oder durch (n, n)-Prozess erzeugt werden kann. Am 
Gold-Isomer, das durch letzteren Prozess erzeugt worden war, 
haben wir folgende Messungen ausgefiihrt: HWZ 7,4 sec in Uber- 
einstimmung mit WIEDENBECK5). Die Absorptionskurve der Elek- 
tronen (Praparatdicke 2 mg cm~?) ist dargestellt in Fig. 4. Daraus 
ist ersichtlich, dass der isomere Zustand mehr als eine Elektronen- 
linie emittiert, also wahrscheinlich in Kaskade zerfallt. Wir haben 
daher in einer streuarmen # — £-Koinzidenzanordnung dieses Iso- 
mer gemessen und 20mal mehr Koinzidenzen pro Einzelstésse als 
mit Rak registriert. 


Die Absorptionskurve von Fig. 4 kann in zwei Anteile zerlegt 
werden. Aus den extrapolierten Reichweiten Ry ergeben sich die 


Absorber 
Lehlrohr "3 


Anthracen 
Au —krisfall 


ky =200 keV 








2 
sad ¥ Ygran Ps 


Fig. 5. 


zugehérigen Elektronenenergien von ca. 110 keV und 200 keV, was 
y-Energien von 190 keV und 280 keV entspricht. Ausserdem haben 
wir mit einem Anthracen-Scintillationszihler die y-Absorptions- 
kurve des Isomers gemessen (Fig. 5), indem ein f-Zahlrohr als 
Monitor verwendet wurde. Der Absorptionskoeffizient entspricht 
einer y-Energie von 280 keV. Der y-Strahl von 190 keV hatte im 
Szintillationszihler eine kleinere Ansprechwahrscheinlichkeit und 
ist vermutlich stark konvertiert, so dass davon nichts beobachtet 
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werden konnte. Damit ist gezeigt, dass Halbwertszeit, Elektronen 
und y-Energie dieses isomeren Zustandes iibereinstimmen mit dem 
metastabilen Niveau von Au’*, das von Hg} angeregt wird. 
Spater wird bewiesen, dass dieses sicher in Kaskade zerfallt. Folg- 


lich fiihren beide Anregungsarten zum selben isomeren Zustand 
von Au!** (7,4 sec). 


Genetischer Zusammenhang des Hyg33), und des Hifi. 


Da die beiden y-Strahlen von 133 keV und 164 keV ‘n Hg konvertiert 
sind, liegt die Vermutung nahe, dass der Hg!’ -Zustand in den 
Grundzustand Hg}%, iibergeht. Dies muss durch genaue Halbwerts- 


zeit-Messung der 77; y-Linie im Spektrum der Fig. 1 entschieden 


704\ 
NN 


Zerfallskurve der 77,,4 Konv. Linie 





60- 


°Messpunkle der 77,,4 Konv.Linie 
a 8 der 164.4 " 8 
\ ~Berechnele Kurve mit 
\ -w@=76,5¢ © -17.86¢ 





\y 


T T T U T ' T 


40 80 120 Stunden 
Fig. 6. 





werden kénnen. Am besten verfolgt man dazu den zeitlichen Abfall 
eines zweckmissig definierten oberen Teiles der Flache dieser Linie. 
Unsicherheiten in der Form am Fuss der Linie spielen somit keine 
Rolle. Bei der Ausmessung der Flache der (L + M)-Limie des 
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77 keV y-Strahles muss die K-Konversionslinie von Ag, welche in 
diese Flaiche hineinfallt, abgezogen werden}?). (a48: a4® = 0,92). 
In Fig. 6 ist in einem log- Masstab die 77, 4-Konversionslinie als 
N(t) eingetragen. Die zur Ausschaltung systematischer Messfehler 
gleichzeitig gemessene 164,,-Linie ist ebenfalls eingezeichnet. 
Wahrend die 164;, -Linie mit reiner 23h-Periode abklingt, kann 
aus dem Verlauf der 77, 4-Linie auf einen genetischen Zusammen- 
hang der 28h- mit der 65h-Periode geschlossen werden. Die Ab- 
klingkurve kann dargestellt werden durch den Ausdruck 


N(t) = A-exp. | ae. t)— B- exp. (- at -t). 


Hah 


* = 133 keV 


Fig. 7. 
Zerfallsschema des Hg1®?. (Unter Vernachlassigung von intensitaétsschwacheren 
y-Ubergingen, die spater diskutiert werden.) 


Eine genaue Bestimmung von A und B erhalt man, wenn man 
N(t)- exp. = -t als Funktion von exp. {- (In 2) (ae 5 ° i auftragt. 
Aus der Neigung der entstehenden Geraden ergibt sich A = 76,5 
und daraus folgt B = 11,8. 

Das Zerfallsschema der Quecksilberisomere nimmt deshalb die 
in Fig.7 skizzierte Gestalt an, abgesehen vom K-Einfang des Hg} , 
Sei fiir ¢=0 N? und NP die Zahl der vorhandenen Hg}8" - bzw. Hgi? - 


Kerne. N? und N? hangen ab von der Bestrahlungsdauer und den 
Wiskanguenenthaiiaue fiir die Bildung dieser Zustiinde. Die Zahl 
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der zerfallenden Atome des Zustandes b pro Zeiteinheit sei Z,. 
Es ergibt sich: 


t 
_7 _WN | re a i ORF fe) ite 
N(t)=4,=Ny-— =N3\(=+ Ta je - 7, —T, 
Ny 23h 
i = £ sec = = 
mit B= vi > tee 33,2h und 1, 


65 h az 
aot as Se 
In 2 M93, 


h. 


Diese pro Zeiteinheit zerfallenden Hgi?-Zustande miissen mit der 

Abklingkurve N(#) der 77,;.-Konversionselektronen verglichen 

werden. Dabei spielen der Raumwinkel des Spektrometers, die 

Ansprechwahrscheinlichkeit der Zahlanordnung und das Verzwei- 

gungsverhiltnis keine Rolle. Man erhalt aus der Kurve N (t) 
fir t= 0 

B 
Ty—Tq B 11,8 os 
= Spi 3 7? ae = 0,154 


76,5 
T, (T, sai Tq) 





und daraus die Unbekannte # zu 


0 


No 0,118 
p-—* = 0,118. 


nyo 
a 


Will man nun allerdings dieses Resultat mit direkten Messungen 
vergleichen, dann muss man die absoluten Konversionskoeffi- 
zienten der verschiedenen y-Uberginge und auch mu kennen. Aus 
(8 — 8) -Messungen am Hg?9" und (K- y)- und (K -e-)-Koinzidenzen 
am Hg? , die wir spater diskutieren werden, ergeben sich die ab- 
soluten Konversionskoeffizienten x = N,/N zu: 


His). ¥1 = 164 keV ygqgu = xp + %,+%y=0,95 + 0,05 
4, = 0,238 «,=0,52 x, = 0,20 
V2 = 133 keV 133% = “XK + %, + *u = 0,68 + 0,05 
%e=0,16 x,=0,89 x«,,—0,18. 
Der Konversionskoeffizient fiir y; wurde gemessen zu: 


Hggsn: Ys= 70 keV; x= x, +%y=0,7640,1; %,=0,58; x,=0,18. 


Bedeutet Z die Totalzahl der im Spektrometer gemessenen Konver- 


10 
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sionselektronen eines y-Uberganges fiir t= 0 und bezeichnen wir 
mit I’ den Quotienten von Zy, : Zy,, dann ist 


a 2 
r= 27 = = 


1642 161% q* 164% B> yea% * T 





Folglich: 


Mine = IB: m - 164% = 0,69. 


Durch Bestimmen des Verhaltnisses der K- zur y-Strahlung des 
Hgi%\, findet man eine zweite Beziehung zwischen x und uw. Dazu 
misst man am besten die Absorptionskurve der y-Strahlen in Wolf- 
ram. Wenn man dieses Resultat mit u-,,x = 0,69 kombiniert, so 
ergibt sich u ~1, d.h. also ,,x = 0,69. Der K-Einfang von Hg}?" 
findet also héchstens zu einigen % in den Grundzustand des Au?” 
statt, entsprechend der Genauigkeit der Messungen. Der aus den 
Spektrometermessungen hergeleitete Konversionskoeffizient 7.x = 
0,69 stimmt innerhalb der Fehlergrenzen mit dem friiher aus Ziahl- 
rohr-Koinzidenzmessungen erhaltenen Wert ,,x = 0,76 + 0,1 tiber- 
ein. Daraus kann der Schluss gezogen werden, dass bis auf einige 


% das gesamte Hg!%" in das Hg}? iibergeht. 


Bestimmung der Konversions-Koeffizienten von 7; und 2. 


Die Bestimmung der Konversionskoeffizienten der y-Kaskade Ey, 
= 164 keV und Ey, = 183 keV erfordert dusserste Sorgfalt. Man 
kann nur (e~-e-)-Koinzidenzen zuverlaissig messen, da bei den 
wenigen (y — y)- oder (y —e~)-Koinzidenzen die K-Strahlung zu 
stark stért. Bei (e-—e-)-Messungen liegt die Hauptschwierigkeit in 
der genauen Kenntnis der absoluten Absorption der Elektronen im 
Praparat und der Zahlrohrfolie. Wir haben deshalb die Absorptions- 
kurve der gesamten Elektronenstrahlung des Hg™ im Vakuum 
gemessen. In Fig. 8a ist die mit Glimmer aufgenommene Kurve des 
Hgi3,+e05n 2ufgetragen, wahrend in Fig. 8b die Absorptionskurve 
in die beiden Anteile der zwei Hg-Isomere Hg3$1, und Hgi?), zerlegt 
ist. Aus den Spektrometermessungen ist ersichtlich, dass die 
Hgi?i_-Elektronen eine mittlere Energie von ca. 66 keV besitzen, 
wihrend die Elektronengruppen des Hg}$", schon gréssere Energie- 
unterschiede aufweisen. Beriicksichtigt man im wesentlichen die 
133,- und die 164,-Linie, so entspricht das einer mittleren Elek- 
tronenenergie von ca. 140 keV. Diesen Energiewerten entsprechen 
die in Fig. 8b extrapolierten Reichweiten Ry, welche gut mit den 
Messungen von VARDER und ScHONLAND?%) u. a. iibereinstimmen, 
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obwohl unsere geometrischen Verhiltnisse andere sind. Die Daten 
unserer Anordnung im Vakuum waren: 

Praparat: 6 mm Durchmesser, Schichtdicke 0,2 mg em-?. Abstand 
Praparat Zahlrohrfenster 30 mm. Absorber 2 mm vor dem Fenster. 
Zahlrohrfenster 0,8 mg em-? Glimmer von 10 mm Durchmesser. 


197 
MD 23h + 65h 











30 mg cm? 





L-Strahlung 





10 50 60 mg om”? 
Fig. 8a. Fig. 8b. 


Absorptionskurve der im Vakuum gemessenen Elektronenstrahlung des Hg!*? 


Wenn man die Absorption der Elektronen kennt, kann man nun 
durch (e-e—~)-Koinzidenzen im Vakuum die Konversionskoeffi- 
zienten bestimmen. Der Quotient der Konversionskoeffizienten er- 
gibt sich aus den Spektrometermessungen. Diese Koinzidenzmes- 
sungen sind in einer allgemeineren Arbeit iiber Richtungskorrela- 
tionsmessungen von Water, Huser und Ztnrt'4) enthalten. 
Die Hg}?', y-Kaskade weist eine starke Richtungsanisotropie der 
L-Konversionselektronen auf. Mittelt man die gemessenen Koinzi- 
denzen iiber den gesamten Winkelbereich, so kann der Konversions- 
koeffizient bestimmt werden. Zur Vereinfachung der Messungen 
hatte das verwendete Zahlrohr ein Glimmerfenster von 7 mg cm~? 
Damit werden die K-Elektronen der 25h-Periode und die Hgji,- 
Elektronen abgeschnitten. Der Anteil der K- und L-Strahlung 
kann mit einem Kohle-Absorber leicht ermittelt werden. Es sei: N 
die Zahl der pro sec zerfallenden Hgi$' -Kerne; , ez. x, und f Raum- 
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winkel, Ansprechwahrscheinlichkeit und Durchlassigkeit der Zahl- 
rohre fiir Elektronen; 7 Koinzidenz-Wirkungsgrad der Anordnung ; 
K, Z die gemessenen Koinzidenzen und Einzelstésse und 


__164”L4+M 


133”24M 
dann ergibt sich 


K=2-: N+ y33%p4.a° 1° €°f* 164%p 40° W,°e*f*n. 


Z1 = N (139% 4.9 + 164%, +m) ° 1° €'f 
Und daraus 


RE: 1+o 
164%L+M “OF, ay. fren * 


Wenn man die aus der oben erwaéhnten Arbeit erhaltenen Mess- 
werte hier einsetzt, so findet man die eingangs erwihnten Konver- 
sionskoeffizienten. Dabei war der Raumwinkel bei den Messungen 
@, ~ W, = Yoo und e-y wurde bei der verwendeten Anordnung 
(t = 2,5-10-7 sec) zu e-7 = 0,81 gemessen. 


Apparatur zur Messung von £ — £-Koinzidenzen. 


Wir haben nun weiter das Hg™ auf 6 — B-Koinzidenzen naher 
untersucht, speziell, um auch festzustellen, ob der 7,4 sec Au’®’*- 
Zustand in Kaskade zerfallt. Dazu wurde das magnetische Linsen- 
spektrometer so umgebaut, dass man damit £ — f-Koinzidenzen 
messen kann. In Fig. 9 ist die Anordnung prinzipiell dargestellt, 






































Fig. 9. 
Anordnung fiir B— B-Koinzidenzen. 
1 Photomultiplier (1 P 21). 2 Lichtleiter. 3 Anthracen-Kristall. 
4 Quelle. 5 Bleizylinder. 6 Magnetwicklung. 7 Zahlrohr. 
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nahere Angaben werden in einer ausfiihrlichen Arbeit in den H.P.A. 
erscheinen. In einem Abstand von 6,2 mm zum Spektrographen- 
préparat wurde ein Anthracenkristall montiert. (Durchmesser 
12 mm, Dicke 1,5 mm). Damit der Multiplier ausserhalb des Ma- 
gnetfeldes des Spektrographen arbeiten kann, wurden die Licht- 
impulse tiber einen Lucit-Lichtleiter von 24 cm Lange der 1P21 
zugefiihrt. Auf diese Weise kénnen Koinzidenzen des Scintillations- 
zahlers und des Z. R. des Spektrometers registriert werden. Diese 
Anordnung hat sich als sehr empfindlich erwiesen, um 6 — 6-Koin- 
zidenzen zu registrieren. In Fig. 10 ist beispielsweise ein Zerfall- 
schema angenommen, das auf #— #-Koinzidenzen untersucht 


k-Ejinfang 


Fig. 10. 
Hypothetisches Zerfallsschema. 


werden soll, wobei die Lebensdauer des mittleren Niveaus ver- 
nachlassigbar klein sei. Wenn wir im Z. R. eine Konversionslinie 
von 1 messen, so registrieren wir 6 — 6-Koinzidenzen zwischen die- 
ser Linie und den Konversionselektronen des Uberganges 2, die im 
Scintillationszihler mitgemessen werden. Bei den folgenden Be- 
trachtungen soll der Untergrund, herriihrend durch y-Strahlen, der 
mit Kohleabsorber ermittelt werden kann, bereits abgezogen sein. 
Es bedeute: 


Zahl der Zerfalle pro Zeiteinheit. 

Zahl der pro Zeiteinheit registrierten Stésse im Maximum einer Konver- 
sionslinie. 

Stosszahl des Scintillationszahlers pro Zeiteinheit. 

Raumwinkel des Spektrometers (geometrisch). 

Raumwinkel des Scintillationszahlers. 

Durchlassigkeit des Z. R.-Fensters fiir Elektronen der Energie E. 

bezw. « (Hg) Ansprechwahrscheinlichkeit des Scintillationszahlers fiir 
Elektronen der Energie Z. 

Empfindlichkeit des Z. R. fiir Elektronen (gemessen zu 92%). 
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% Konversionskoeffizienten der y-Uberginge x = N,/N. 

iKx Registrierte Koinzidenzen, wenn das Maximum der K-Linie des Ubergan- 
ges 1 im Z.R. gemessen wird, analog fiir die andern Linien. 

n Koinzidenz-Wirkungsgrad der Anordnung. 


Es wird die Stosszahl im Scintillationszahler: 
Zge= N+ Wg (1% Kg 18x + 1%" 18, +** 2% K' 2&x +°**) 
und diejenige im Z. R.: 


4 = N° XK" Ezp’ Dn" fk 


entsprechend fiir das Maximum der K-Linie des Uberganges 2 


LZ = N° 9% x* Egp Mey" of K- 


Die sogenannte Spektrometer-Selektionskurve 


: . (He) 

F( “a =F nen | 

die in ,Zx usw. als Faktor auftreten wiirde, hat im Maximum jeder 
Linie den konstanten Wert 1, d.h. die dort gemessene Stosszahl ist 
genau prop. der Anzahl der Konversionselektronen eines y-Uber- 


ganges. Fiir die Anzahl der Koinzidenzen findet man, z. B. wenn 
das Maximum der K-Linie des Uberganges 1 im Z.R. gemessen wird. 


1K = N+ ye Kg" Wgy* Ose" N* Eqn ah (2% K* 2&K + 2%," 2&1 + 2%‘ 2&u) 
£M 
= tg" @g,°%]" fx 2x tet, Z; Sh + by }. 
2M 
Fir die Auswertung ist es sehr Nn die Grésse 


«x — 7, &(Hoe) 
~<a 
zu bilden. Man hat folglich die Messwerte mit dér Empfindlich- 
keit. des Kristalls «(He) zu multiplizieren und durch die Durch- 
lassigkeit {(He) des Z. R. zu dividieren. Wenn man andererseits 
die gemessenen Koinzidenzen ebenfalls durch f(He) dividiert, also 
den Ausdruck bildet: 


Ki = 
dann wird obige Gleichung 
1K = 1% KR" Ose N{2Z% + 22, + 2LZy}- i 


Das heisst, man kann durch Messen der Koinzidenzen und der 
Einzelstésse des eingangs betrachteten Zerfallsschemas die Kon- 
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versionskoeffizienten der beiden y-Ubergiinge ermitteln. Voraus- 
setzung dafiir ist die Kenntnis des Raumwinkels ,, des Scintilla- 
tionszihlers, dessen Empfindlichkeit e(He), die Durchlassigkeit 
f(He) des Z. R.-Fensters und der Koinzidenz-Wirkungsgrad 7 der 
Anordnung. Bildet man den Quotienten 


1 (a%K o&x + 2% 2&1 + oy 2&y) = Ose" N° PX 2%i* 2&; 
i=K,L,M 


so ergibt das Experiment die Produktsumme 


u; E; 
i=K,L,M 


des Partners. Aus der Messung des Einzelstoss-Spektrums erhilt 
man unmittelbar das Verhaltnis der Konversionskoeffizienten, 
namlich 
Z Z Z 
ee ee ee Se 
XK . %r: *u tr . iP . hu e 
Wenn man dieses Ergebnis mit Gleichung III kombiniert, so er- 
geben sich sofort die absoluten Konversionskoeffizienten des Part- 
ners. Insbesondere muss auch der Ausdruck 


Ke 
Zz < ®ge° 1° Emax Illa 


sein, wenn der Ubergang 1 nur in Kaskade mit einem Ubergang 2 
ist. In den meisten Fallen wird man nicht die Maxima der einzelnen 
Konversionslinien zur Auswertung beniitzen, wie in den voran- 
gehenden Gleichungen vorausgesetzt, sondern der grésseren Ge- 
nauigkeit wegen, deren Flachen. Entsprechend der Theorie des 
Linsenspektrometers dividiert man alle Messwerte durch Hoe und 
integriert tiber die Linien. Die Gleichung (II) gilt dann unverandert 
auch fiir die Flachen: 


« @(Ho) d(Ho) 
[Ki Fe = 1%K° Vso" Nd [hi C a 


i=K, L,] 


Sead IV 


= 1%K* Wg," n/ 24*- 


wobei durch Weglassen des Indexes 1 angedeutet werden soll, dass 
die Integration iiber simtliche Konversionslinien des Uberganges 2 
erfolgt. Wenn man ebenfalls alle Konversionslinien des Uberganges 1 
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fiir die Auswertung ausniitzen will und sich erinnert, dass ,x = 
i*K + 1%, +1%m, so ergibt sich abschliessend 


[ke SGP = ese nf oe Se. V 





Diese Gleichung lisst sich leicht verallgemeinern auf Koinzidenzen 
von Konversionslinien bei komplizierteren Zerfallsschemata, ebenso 
auf die Anwesenheit eines Elektronen-Spektrums. Man sieht dar- 
aus, dass diese Koinzidenzanordnung ein tiberaus wertvolles Hilfs- 
mittel ist, um Koinzidenzen von Elektronen bestimmter Energie 
zu registrieren und daraus Riickschliisse auf die Konversion zu 
ziehen. 


Messungen der Gréssen, die notwendig sind, um Gleichungen I—V 
auszuwerten. 


A. Bestimmung der Durchlissigkeit f(He) des Z. R.-Fensters fiir 
Elektronen mit Energien E > 50 keV. 


Verwendet man im Z.R. ein Formvarfenster von ~ 0,2 mg cm~?, 
so ist fiir die oben erwahnten Elektronenenergien die Durchlassig- 
keit {(He) = 1. Mit diesem Z. R. haben wir im Spektrometer die 





Zahlrohrtenster 1,29 mg cm Glimmer 
" 1,66 mcm? 








1200 ; : 1800 4p 
Fig. 11. 


Kurve der Durchlassigkeit fiir Elektronen, gemessen fiir 2 verschieden dicke 
Glimmerfenster. 


Stosszahl eines Co®-Priparates bei verschiedenen Elektronen- 
energien ausgemessen. Die Durchlassigkeit fiir ein dickeres Z. R.- 
Fenster wurde durch Vergleich mit diesen Werten ermittelt. Die 
Kurve der Durchlissigkeit fiir 2 verschieden dicke Glimmerfenster 
zeigt Fig. 11. 
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B. Bestimmung der Empfindlichkeit e(He) des Scintillationszahlers 
fiir Elektronen*®) (E > 50 keV). 


Obwohl diese Empfindlichkeitskurve nur fiir unsere Apparatur 
Giiltigkeit besitzt, ist die zu dieser Besttmmung angewandte Me- 
thode sehr einfach, und daher von allgemeinerem Interesse. Da 
wir uns hier nur fiir Elektronen mit Energien HK > 50 keV interes- 
sierten, haben wir auf Kihlung des Multipliers verzichtet und ar- 
beiten bei 14° Celsius und 860 Volt. Inzwischen ist von RAMLER und 
FREEDMAN 1°) gezeigt worden, dass man gute Ansprechwahr- 
scheinlichkeit fiir kleme Elektronenenergien erhilt, wenn man den 
Multiplier kiihlt und bei etwas héheren Spannungen arbeitet. Auch 
bei unseren Betriebsbedingungen sind die Ansprechwahrscheinlich- 
keiten fiir E > 50 keV gut, wobei es sehr praktisch ist, nur mit 
Wasserkiihlung zu arbeiten. Die Methode zur Bestimmung von 
é(Ho@) ist ganz ahnlich, wie bei der Messung von f(He). Die ganze 
Scintillationsanordnung kann namlich an Stelle des Z. R. in das 
Spektrometer eingeschoben werden. Auf diese Weise konnten wir 


cm 
\ 


Stosshohe in volt 


Elektronenenergie 








50 100 150 200 250 Kev. 
Fig. 12. 
Ansprechwahrscheinlichkeit eines Anthracen-Scintillationszahlers fiir Elektronen. 


wieder mit Co® Vergleichsmessungen anstellen zwischen den Stoss- 
zahlen des Formvar-Fensterzihlrohrs und dem Scintillationszahler 
fiir verschiedene Elektronenenergien. Entsprechende Blenden sorg- 
ten in beiden Fallen fiir identische Geometrie. Beim Vergleich der 
beiden Stosszahlen ist die Ansprechwahrscheinlichkeit des Z. R. von 
€7,.n. = 92% in Rechnung zu setzen. Die erhaltenen Empfindlichkeits- 
kurven fiir 8 verschiedene Stosshéhe (Diskriminator)-Einstellungen 
sind in Fig. 12 dargestellt. Dabei betrug der Nulleffekt bei den Stoss- 
héhe-Einstellungen: 4,6 V, 15 V und 30 V resp. 800/min., 300/min. 
und 30/min. Wir haben denselben Kristall (1 mm Dicke) fiir alle in 
dieser Arbeit beschriebenen Messungen beniitzt und nach 4 Mo- 
naten hatte sich dessen Empfindlichkeit e(Hg) nicht verandert. 
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C. Bestimmung des Koinzidenz-Wirkungsgrades 7 
der B—B-Anordnung. 


Der Koinzidenz-Wirkungsgrad 7 der Anordnung hangt im we- 
sentlichen von der Verzégerungszeit des Z. R. ab. Er kann hier 
nicht so einfach, wie bei Zahlrohren sonst iiblich, mit einer Durch- 
strahlmethode bestimmt werden. Wir haben deshalb einfach wahre 
Koinzidenzen als Funktion des Auflésungsvermégens gemessen. 
Wenn fiir schlechte Auflésungsvermégen 7 = 1 angenommen werden 
kann, so ergibt sich bei dem verwendeten Auflésungsvermégen 
t = 2,3-10-? sec der Koinzidenz-Wirkungsgrad der Anordnung zu 
7 = 0,95. 


D. Bestimmung des Raumwinkels ws, des Scintillationszéhlers. 


Die mit der Koinzidenzanordnung verwendeten Praparate hatten 
einen Durchmesser von 6 mm, der Kristall einen solchen von 12 mm. 
Bei einem Abstand von 6,2 mm zwischen Praparat und Kristall 
errechnet sich ein Raumwinkel w,,= 2,,/42 = 14%. Wenn ande- 
rerseits 2 Konversionslinien von einer Kaskade herriihren, deren 
Konversionskoeffizienten bekannt sind, kann man Gleichung V 
auch dazu beniitzen, um den Raumwinkel des Scintillationszihlers 
zu bestimmen. Eine solche Messung ergab fiir ws, = 12,5% in 
Ubereinstimmung mit obigem Wert. 


Koinzidenzmessungen an Hg‘!®? im Spektrometer. 


Mit der oben beschriebenen Apparatur haben wir nun das Hg?® 
eingehend untersucht im Bereich von 40 keV bis 300 keV. Das 
Einzelstoss-Spektrum sowie die gemessenen Koinzidenzen sind in 
Fig. 13 dargestellt. Alle Messwerte sind durch Ho dividiert und 
mit den entsprechenden HWZ auf ¢t = 0 korrigiert. Wie zu ersehen 
ist, wurden bei jeder Linie Koinzidenzen gemessen und wir haben 
besonders sorgfaltig gepriift, dass es sich um wahre Koinzidenzen 
handelt. Koinzidenzen gestreuter Elektronen sind ausgeschlossen, 
da sie nicht Anlass zu Linien geben kénnen. Eine besondere Art 
von Stérkoinzidenzen méchten wir erwéhnen: Die bei Z. R.-Ent- 
ladungen auftretenden Lichtquanten konnten durch mehrfache 
Reflexion am Blendensystem des Spektrometers in den Multiplier 
gelangen und tanschten so eine konstante Koinzidenzrate von 0,13% 
vor. Daraufhin haben wir den Anthracenkristall mit einer 0,2 mg 
em-? Ag-Folie abgedeckt, welche gleichzeitig als Lichtreflektor 
fiir die Scintillationsimpulse wirkt. Die stérenden Koinzidenzen 
konnten damit auf 0,01% herabgedriickt werden. 





Zerfall der Quecksilber-Isomere Hg}®’. 


A. Koinzidenzen der y-Kaskade Ey, = 164 keV und 
Ey, = 133 keV des Hg3%’ 


23h° 
Diese y-Kaskade, von der aus Z. R.-Messungen vieles bekannt 
ist®), kann dazu dienen, unsere Koinzidenzanordnung auf ihre 
Brauchbarkeit zu priifen. Es liess sich dabei erstmals mit Bestimmt- 
heit beweisen, dass die mit 133,, 133, und 133,,, und die mit 164,, 
164, und 164,, bezeichneten Konversionslinien wirklich die K-, L- 























rs 


| 
\ 


Se, 








\ 





3; 


Einzelstoss-Spektrum und gemessene f— -Koinzidenzen von Hg?®’. 
— Einzelstésse --- Koinzidenzen. 


und M-Konversionen zweier y-Strahlen sind, die von einem Kas- 
kadenzerfall herriihren, d.h. also dass obige Interpretation der 
Linien richtig ist. Bildet man nimlich nach Gleichung III das 
Verhaltnis 
ee Oe F a * 164%: 164£: » 
i=K,L, M 

so muss dieses Verhiltnis sowohl fiir die K-, L-, als auch fiir die 
M-Konversionslinie eines y-Uberganges konstant sein. Wir konnten 


dies auf + 2% genau bestiatigen. Mit Z. R.-Messungen sind solche 
Bestatigungen unméglich. 
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Bei dieser y-Kaskade registriert man eine besonders hohe Koinzi- 
denzrate, entsprechend den grossen Konversionskoeffizienten der 
Ubergiinge. Wenn man die Koinzidenzmessungen der Fig. 18 nach 
der Gleichung V auswertet, so ergibt sich: 





d(H) 
frsk* We 


d(Ho) 
free ee 


Daraus ergibt sich durch Division sofort: 





— 133% ° Dye" q = 0,093 . 


= 1° — 0,82 + 0,08. 
164% 

Wenn man dieses Resultat mit den Spektrometer-Einzelstoss- 
messungen vergleicht, die ja das Verhialtnis e = 0,75 direkt lefern, 
so findet man Ubereinstimmung. Wenn man andererseits 144% = 
0,95 aus den Zahlrohrmessungen iibernimmt, so kann aus obigen 
Werten ws, = 18,5% ermittelt werden, in guter Ubereinstimmung 
mit dem friher rechnerisch bestimmten Wert von 14%. 


B. Koinzidenzen des H(i’, . 


Lisst man das Hg}8" vollstaéndig abklingen, so bleiben im Spek- 
trometer neben den Augerlinien nur noch 4 messbare Linien iibrig, 
namlich 77,, 77, 191, und 191,, welche mit 65h abfallen. Erst 
dann kann man die 191,-Linie zuverlassig messen, da sie vorher 
in den Fuss der 183,-Linie fallt. Aus Einzelstossmessungen findet 
Man 491%x: 191%, = 6,7:1. Die Messung ergibt Koinzidenzen bei 
allen 4 Konversionslinien und es zeigt sich, dass die beiden 
,-Uberginge y,= 191 keV und y, = 77 keV in Kaskade sind, 
wie in Fig. 14 eingezeichnet ist. 


Es ist klar, dass die 77,, y-Konversionslinien in Koinzidenz mit 
den KLL-Augerelektronen des K-Einfanges sein miissen. Diesen 
Anteil kann man leicht durch einen Glimmerabsorber von 6,4 mg 
cm~* vor dem Scintillationszéhler ermitteln. Mit diesem Absorber, 
der alle KLL-Augerelektronen absorbiert, werden die Koinzidenzen 
bei der 77,4 -Linie um ca.25% reduziert; der Rest ist der 191,,,- 
Linie zuzuschreiben. Aus Koinzidenzmessungen der 77;,-Linie mit 
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Glimmerabsorber, und den gemessenen Einzelstiéssen der 191,4;- 
Linie erhalt man unmittelbar nach Gleichung V den Konversions- 
koeffizienten ,,x = 0,7. (Dabei muss die Ansprechwahrscheinlich- 
keit des Scintillationszihlers mit Glimmerabsorber gemessen wer- 
den.) Dieser Wert stimmt gut mit dem friiher aus Z. R.-Messungen 
bestimmten ,,x = 0,76 + 0,1 tiberein und ist eine Bestitigung 
dafiir, dass die beiden y-Linien von 77 keV und 191 keV in Kaskade 
sind. A und uw in Fig. 14 kénnen erst ermittelt werden, wenn der 
Konversionskoeffizient von y, bekannt ist. 
Beides soll im nachsten Abschnitt diskutiert werden. 


197 
1G psp, 


Au 197 
Fig. 14. 


197 
65 h* 


Zerfallsschema des Hg 


C. Koinzidenzen des Au!*, 


Anregung: Hgi®? —- Au 1** (7,4 sec). 


23h 


Bei den folgenden Messungen handelt es sich nur um ca. 8% der 
Ubergiinge des Hg}. Es ist daher ausgeschlossen, auf Grund von 
Zahlrohr-Koinzidenz-Messungen Aussagen zu machen, da eventuell 
vorhandene Koinzidenzen durch die in A beschriebene y-Kaskade 
vollstandig verdeckt sind. Aus Fig. 13 ersieht man aber mit Be- 
stimmtheit, dass der isomere Zustand in Kaskade zerfallt. Wenn 
man fiir die 275,-Linie das Verhiltnis von Koinzidenzen und Einzel- 
stéssen bildet, so ergibt sich der Wert 9.5K g/o,;Z% = 0,10. Vergleicht 
man dieses Ergebnis mit Gleichung IIIa, so sieht man, dass der 
isomere Zustand mit mehr als einem Partner in Kaskade zerfallen 
muss. Zur Bestimmung der Partner wurden eine Reihe von Mes- 
sungen gemacht, deren Resultate im Zerfallsschema des Hg” 
(Fig. 15) enthalten sind. 
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a) Qualitative Resultate. 


Es zeigt sich, dass der isomere Zustand in Kaskade mit den 
y-Strahlen y, und y, zerfallt. (Fig. 14). Diese y-Strahlen miissen also 
einen kleinen Anteil einer 23h-Periode aufweisen. Wenn die 191,- 
Linie im Spektrometer-Zahlrohr gemessen wird, zeigen Koinzidenz- 
Messungen folgendes: Wie in B besprochen, ist diese Linie in Kas- 
kade mit der 77, 4-Linie (65h). Eliminiert man diesen Anteil durch 
einen Absorber von 6,4 mg cm~?, so registriert man noch Koinzi- 
denzen, die einer harteren Elektronenlinie zuzuordnen sind, wahr- 
scheinlich der 275, ,-Linie des isomeren Uberganges. Ebenso gehen 
diese Koinzidenzen mit einer HWZ von ~ 20 h. 


Aul97 » Hg197 
297 kev T=23h 
97% 


&.= 164 keV 


T=7 107° sec. 


E 7a 133 keV 


E.= 275 keV 
T=65h 


2668 kev. 


E,.=191 kev 


Fig. 15. 
Zerfallsschema von Hg?97, 


b) Quantitative Resultate. 


Aus Koinzidenz- und Einzelstoss-Messungen (Glimmer-Absorber 
6,4 mg cm-?) der 275,-Linie des isomeren Uberganges lasst sich 
gemiss Gleichung III eine Aussage iiber die Konversion der 191 keV 
y-Linie machen. Die Koinzidenzen mit der 77, ,-Linie sind durch 
den Absorber eliminiert. Man findet daher 


aK 
252K 


=e sian a ‘. ees . 191% K 191%7, 
= Wego" N* 191%" 191€ «Mt 391 € = yg Ex + 391€7,° . 


191% 191% 





Zerfall der Quecksilber-Isomere Hg?9’. 


Misst man die Koinzidenzen (Glimmerabsorber) bei der 77,-Linie 
und die Einzelstésse 49,;Z,,,, so kann man nach Gleichung I die 
Grésse 9: Wg,* 77%," 19:€ bestimmen. Mit dem oberen Ausdruck kom- 
biniert, lasst sich daraus j9,~ ~ 0,7 errechnen. Da wir nun die 
Konversionskoeffizienten der beiden y-Strahlen y, und y; (Fig. 14) 
kennen, ist es méglich, den Wert des Verzweigungsverhiltnisses 
Aju ~1,2% anzugeben. 


Der Konversionskoeffizient des isomeren Uberganges konnte nur 
ungenau bestimmt werden, ebenso der Anteil » des Hg38" , der durch 
K-Einfang in dieses Isomer zerfallt. Das Produkt ,.5x,-» = 8-10- 
lasst sich aus den Elektronen-Spektren von Fig. 1 und Fig. 2 direkt 
ermitteln. Den Wert von v erhalt man durch Messen des Verhilt- 
nisses v:A. Man misst dazu den 23h-Anteil der 191,-Linie, ahnlich 
wie friiher bei der 77,.4-Linie. Wegen der kleinen Intensitit der 
191,-Linie hat dieser Wert v: A~2 eher qualitativen Charkater. 
Mit dem so bestimmten Wert von v ~ 2,4% findet man fiir die 
Konversion des isomeren Uberganges 9,5*x ~ 0,3. 


In der folgenden Tabelle sind die Konversionskoeffizienten der 
einzelnen y-Linien des Hg™ zusammengestellt und in Fig. 15 sind 
die Ergebnisse dieser Arbeit im Zerfallsschema der beiden Queck- 
silber-Isomere Hg zusammengefasst. 


Tabelle IV. 


Konversions-Koeffizienten der y-Linien des Hg®’. 





y-Energie _ Ze len N. 


e ae a 
in keV Ny - . 





164 Hg!®? | 0,95+0,05} 19 10,4 
133 Hg*? | 0,68+0,05} 2,1 0,5 1,2 

77 Au? | 0,76 + 0,1 3,2 on 2,5 
Au9? ~0,7 ~? wit | wae 
Au!9? ~ 0,4 ~O6 | ~05 | ~O1 





























In einer folgenden Arbeit wird das Zerfallsschema von Hg dis- 
kutiert. Aus der Kenntnis der Konv.-Koeff. der y-Ubergiinge und 
der Lebensdauern der einzelnen Niveaus, verbunden mit der Fermi- 
Theorie des Elektronen-Einfanges, kann auf die Spin-Zuordnung 
der Niveaus geschlossen werden. Diese Zuordnung wird speziell mit 
den Voraussagen des Schalenmodelles verglichen. 
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Elimination des constantes arbitraires dans la théorie 
relativiste des quanta 
par E.C.G. Stueekelberg*) et T. A. Green**) (Genéve). 
14. XII. (1950). 


Summary: This article shows how the influence of the undetermined constants 
in the integral theory of collisions')?)*)*) can be avoided. A rule is given by which 
the probability amplitudes (S[V]-matrix) may be calculated in terms of a given 
local action. The procedure of the integral method differs essentially from the dif- 
ferential method employed by Tomonaca®), ScHwincEeR>), FEYNMAN’) and 
Dyson’) in that the two sorts of diverging terms occuring in the formal solution 
of a SCHROEDINGER equation are avoided. These two divergencies are: 1) the 
well known «self energy» divergencies which have been since corrected by methods 
of regularization (RivieR'), Pavii and ViLLars®)); 2) the more serious boundary 
divergencies (STUECKELBERG*)) due to the sharp spatio-temporal limitation of the 


space-time region of evolution V in which the collisions occur. The convergent 
parts (anomalous g-factor of the electron and the LamMB-RETHERFORD shift) obtain- 
ed by ScHWINGER are, in the present theory, the boundary independent ampli- 
tudes in fourth approximation. Up to this approximation the rule eliminates the 
arbitrary constants from all conservative processes. 


§ 1. contains an outline of the physical meaning of boundary effects. These 
effects involve a classical field which describes the actions of the counters necessary 
to distinguish between the incoming and outgoing particles. 

§ 2. the rule is formulated. It is based upon the unitarity and causality condi- 
tions developed in previous publications')*)*)*). 

In § 3. the limiting process is given which avoids the influences of the boundary. 
In particular, the limiting process necessary to apply the results to zero mass 
photons is given. 

§ 4., § 5. and § 6. contain the application of the rule to the second, third, and 
fourth approximations of quantum electrodynamics for finite mass photons. It 
is shown that a certain ambiguity, related to charge renormalization, occuring 
in the work of ScowrncER®) and Dyson’) is avoided if the explicit influence of 
the boundary region is taken into account. 


*) Recherche subventionnée par la Commission Suisse d’Energie Atomique. 
**) Actuellement au Radiation Laboratory, Berkeley, California, U.S.A. 
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§ 1. Introduction. 


La théorie quantique des particules élémentaires (ou quanta) dé- 
crit les résultats des expériences par les amplitudes de probabilité 
pour la transition d’une distribution des quanta 4 une autre. La 
description spatio-temporelle de ces amplitudes distingue entre des 
actions locales ayant lieu & un certain événement xz (par exemple 
l’émission d’un photon par un électron), et des actions a distance 
ou actions multilocales (par exemple, la déflection d’un électron a 
lévénement x dans le champ (retardé, symétrique, ou causal) pro- 
duit, 4 ’événement y, par une autre particule qui subit également 
un changement de sa quantité de mouvement-énergie). 

De telles créations, collisions, et annihilations sont influencées 
par des champs macroscopiques. Pour étudier les propriétés des 
particules élémentaires, il faut que les actions locales et multilocales 


0 





La région spatiale de volume (2 Z)® est remplie de compteurs qui sont mis en 
marche & deux époques, de durée 4?’ et At”, séparées par une période t”—t’ = 27. 
Le compteur indiqué est un compteur idéal, s’il n’est actionné que par des quanta 
qui se trouvent dans un paquet d’onde donné: 
y’ (%, t’) = x’ (% Pe t’) 
Les observations sont recueillies & l’origine O. 


contribuant a4 l’amplitude examinée se produisent toutes dans une 
région spatiale donnée, et pendant une période durant laquelle 
aucune influence de la matiére macroscopique ne se manifeste dans 
cette région. Nous appelons cette région spatio-temporelle la pé- 
riode d’évolution V. 

D’autre part, pour pouvoir observer la distribution des quanta 
qui entrent dans V (distribution incidente) et la distribution des 
quanta qui sortent de V (distribution émergente), il faut que V soit 
entouré d’une hypercouche quadridimensionelle de matiére ma- 
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croscopique (les compteurs) qui enregistre ces deux distributions. 
Or, la présence d’un tel champ macroscopique donne lieu 4 de nom- 
breux processus ot il y a échange d’énergie-impulsion entre ce 
champ (décrit classiquement) et les particules élémentaires. Dans 
les deux figures, nous avons donné deux réalisations possibles d’un 
tel champ macroscopique. 

Dans la fig. 1, ce champ décrit la matiére des compteurs au repos. 
Cette matiére ne présente d’action sur les particules que pendant 
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Fig. 2. 
A t<t’ espace est rempli d’une sphére compacte de compteurs élastiques. Elle 
s’élargit, puis elle se contracte, en créant pendant la période 2 7 une région 
«vide» entourée d’une couche de compteurs. La couche est composée de deux 
sortes de compteurs. Les uns enregistrent les quanta incidents (paquets ¢’) et les 
autres enregistrent les quanta émergents (paquets 7”). 


deux courtes époques. De pareils compteurs (dont les éléments de 
construction sont aussi des particules élémentaires) ne peuvent 
étre construits que si l’on peut varier, 4 volonté, les constantes de 
couplage entre leurs éléments et les quanta qu’on désire observer. 
Il n’est pas en contradiction avec la théorie des quanta de supposer 
l’existence d’une telle matiére pour discuter des expériences idéales 
(Gedankenexperimente). Ce dispositif a l’avantage de permettre de 
formuler une théorie limite pour des époques de durée nulle, c’est- 
a-dire lorsque les deux hypercouches de la fig. 1 tendent vers deux 
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hypersurfaces temporelles. Un pareil dispositif correspond a la réa- 
lisation expérimentale de la théorie différentielle. 

Dans un article précédent*) l’un de nous a montré que cette li- 
mite n’existe pas en général. D’autre part, méme dans les cas ou 
elle existerait, les effets d’une certitude pareille dans l’observation 
du temps mettrait 4 disposition (sous forme du champ classique) 
une énergie arbitrairement grande, qui donnerait lieu a des pro- 
babilités énormes pour des actions localisées prés de l’une ou |’autre 
de ces surfaces. 

Sur la fig. 2, un autre arrangement de compteurs est donné. Il 
peut étre réalisé pour autant que des arrangements de compteurs 
existent qui permettent d’observer la direction et le sens du quan- 
tum qui les traverse. 

Pour préciser le formalisme, il est utile d’introduire ici la notion 
du «compteur idéal». C’est un appareil qui précise dans quel paquet 
d’onde g un quantum incident ou émergent a été repéré. Soit 
M(¢) une distribution incidente. Elle indique, pour chaque paquet 
incident g = 9’, y”,..., le nombre de quanta M(g) qui s’y trou- 
vaient. L’amplitude Y’[M()], fonctionnelle de M(q), précise ainsi 
un «état incident». De méme, Y"[.N()] précise «l'état émergent» sous 
forme d’une fonctionnelle de la distribution des quanta N(z) parmi 
les paquets émergents y = y’, x”, ... Alors l’amplitude de transition 


S[V(), NOQ/M()]> S[V] (1.1) 


est fonctionnelle de la région V (décrite par un champ classique 
V(a)), de N(x) et de M(q). L’opérateur S| V] est ainsi une matrice 
unitaire dans l’espace des deux distributions, fonctionnelle d’un 
champ classique. Elle relie les deux «états» par la relation: 


yw" —~S[v) (1.2) 


Si, dans le dispositif de la fig. 1, la limite pour des hypersurfaces 
temporelles existe, on peut considérer ¥"[ N()| = Y"[t"(), N()] comme 
une fonctionnelle de l’hypersurface temporelle t = t’(Z). Cette con- 
dition est nécessaire et suffisante pour donner un sens a |’équation 
fonctionnelle des temps multiples (StUECKELBERG!®), TomonaGa®), 
ScuwinceEr)). Cette limite n’existant pas, l’idée d’un «état a 1’é- 
poque t”()» doit étre abandonnée. La description des collisions doit 
donc se faire sous forme d’une théorie explicitement intégrale (1.2). 

Le champ classique caractérisant la région d’évolution V est 
une fonction déterminée. 


V (2) ={ - — a la région d’évolution V (1.8) 
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Elle figure dans les intégrations spatio-temporelles sous forme 
d’un poids de l’élément de volume, que nous écrivons sous la forme 


[ Vaz. 2, an f (dz)* V(2)... (1.4) 


Les époques d’observation de la fig. 1, resp. la région des compteurs 
de la fig. 2, sont caractérisées par des champs classiques du type 


v(x) = (V—V*) (2); 3, 4(a) = (0,V-0,V) (a) (1.5) 


qui ne sont différents de zéro que dans la région de l’hypersurface. 


§ 2. Le développement de l’opérateur S en termes d’une action locale h (x). 


Le développement de S en fonction d’un paramétre de couplage 
€ est 
co 
msi n 
S=1+)'e"S,,. (2.1) 
n=1 
La contribution d’ordre n 


Si = = FSim = = Hy + 1 Aw (2.2) 
m=0 
est une somme d’expressions multilinéaires d’ordre m dans les opé- 
rateurs de création d*(z) et d’annihilation ¢e(g) de quanta dans les 
paquets émergeants z(z), resp. incidents g(x). La condition d’uni- 
tarité établit une relation de récurrence 


n—1 


Hn) = pa = 7% Si in’) (n—n’) (2.3) 


déterminant univoquement la partie hermitienne H,, de S,,) par l’ap- 
proximation précédente. Toute expression multilinéaire d’ordre m = 
mM, + My +.... + m, a la forme 


Scum V]= x a “ae .d*( (z)-. Ic( Q).. Seam (X---/P-++) 


if Vae f Vay.. aes x) p™(y)... p™(2)) 
x De,(2—2, y—4, «-+) (2.4) 


Le symbole ~ indique que |’expression multilinéaire est ordonnée 
(les d* opérant aprés les c). L’opérateur I fait correspondre a tout 
état incident Y’[M()] état émergent Y"[N()] qu’on obtient si le 
systeme saturé des paquets y(z) est développé en termes du systéme 
saturé des y(z). Les noyaux D© doivent satisfaire 4 la condition de 
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causalité, discutée autre part?). Elle exige que pour toute constella- 
tion des événements x, y,..., 2, différente de leur coincidence simul- 
tanée c=y=...=2, les D© se résolvent en une somme de pro- 
duits de fonctions causales d’un seul déplacement spatio-temporel 
D© (a — 2): 


D(x—z, y-2,...) + D}(x—z) DO (y—2z) ... Df} (a—y)---+-++ (2.5) 


D®(2—y) = D*(ax—y) pour «#2 y! (2.6)*) 


A la décomposition de S,,,) en ses parties hermitienne et anti- 
hermitienne (2.2) correspond une décomposition des noyaux 


a Deny = a aR * DY, 2 1D, (2.7) 


Nous avons évité le signe d’égalité (=) en (2.5) et y avons substitué 
le signe =~ exprimant ainsi que (2.5) est indéfini lorsque deux ou 
plusieurs événements coincident. Considérons maintenant les con- 
séquences de ces deux conditions. L’unitarité exige que Hi, = 0 
d’ot il résulte que Dim = = 0 en (2.7). La causalité et l’hermiticité 
de A; excluent un D{?,,)(c—z,...) +0 sauf pour la coincidence 
simultanée de tous les événements et pour leurs constellations in- 
finitésimalement voisines. Un tel D® est caractérisé par une distri- 
bution; 


Di) (@#—2Z, ...) =a (a—a, y ...) =@6(a—z) O(y—z)...+... (2.8) 


Elle s’exprime en termes du (2) spatio-temporel et d’un nombre 
fini de ses dérivées. Par intégration partielle (cf. § 3), le Aj) peut 
étre réduit & une intégrale simple sur une densité d'action locale 
Ay ») (x) et une action de surface explicite (cf. § 3). 

Le développement de S en termes de cette action locale est ob- 
tenu de la maniére suivante: 

L’unitarité, vu la formule de récurrence (2.3), nous fournit Hy) 
et ainsi la premiére partie — } DQ, dans la décomposition (2.7) 
des noyaux. La condition de causalité détermine ensuite |’autre 
partie i D&,, a des distributions (2.8) prés. La partie antihermitienne 
ainsi déterminée, Ai (resp. D{?,,)) est appelée le complément causal 
de Hq) (resp. D',,). Avec le Sg) ainsi trouvé, on forme Ag, et y dé- 
termine les D{?,,) 4 des nouvelles distributions prés et ainsi de suite. 
L’arbitraire contenu dans ces distributions est égal, 4 des actions 


*) D‘*)(x) sont des fonctions & fréquences définies (- ), cf. STUECKELBERG et 
RIviEr’). 
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de surface prés, a l’arbitraire qui nous est permis dans le choix de 
action élémentaire hy, »,)(z).S est développé en termes d’une action 
élémentaire précisée si une régle détermine univoquement le com- 
plément causal A,,) (resp. D,,,) pour tout Hi, (resp. Di...) obtenu 
par récurrence (2.3). Une régle pareille serait la «régle naturelle» expri- 
mée par le signe d’égalité en (2.5). Elle réduit, par récurrence, 
d’abord l’arbitraire en (2.5) 4 l’arbitraire des D{,,, de la deuxiéme 
approximation qui doit étre défini en termes des potentiels symé- 
triques (voir § 4). Malheureusement, cette régle ne peut pas étre 
appliquée en général, car les produits (2.5) de fonctions intégrables 
peuvent étre non intégrables. Ceci nous oblige 4 substituer a cette 
régle un procédé plus général qui équivaut a la «régle naturelle» 
pour des produits intégrables. Ce procédé fait intervenir les deux 
étapes suivantes: 1° Si le produit (2.5) n’est pas intégrable, on en 
construit une fonction covariante approximative, pD (x, y, ...). Elle 
posséde une représentation de Fourtsr et ne se distingue du produit 
que dans les trés hautes fréquences (d’ordre P). 2° Un processus 
limite définit alors D® (a, y, ...) & un minimum de constantes arbi- 
traires prés. 


1° La fonction approximative: Pour trouver pD© (a, y,...), on 
choisit un des facteurs dans (2.5) et on le remplace par une fonction 
non covariante, par exemple 


D(z) > pD9 (2) = (22)-4 | dp e'”* DQ (p) (2.9) 
43 


P définit l’intérieur d’un cylindre sphérique resp. hyperbolique de 
rayon P autour d’un axe temporel ou spatial. Le pD© (x — y, ...) 
de (2.5) ainsi défini posséde un développement de Fourrer. Par 
exemple, la fonction des deux déplacements écrits en (2.5) peut 
étre développée en 


pD (a, y) = (22)-* dp [dge'™**™ ,D(p, q) (2.10) 
en termes de sa transformée de FourtEr. 


»D(p, q) = (2 x)-* | dk D9} (p—k) D3 (q—k) Di} (k) (2.11) 


P 


La fonction pD© (x, y) en (2.10) a perdu sa covariance au méme 
titre que (2.9). Pourtant, pour un P arbitrairement grand, il existe 
un ensemble arbitrairement grand de référentiels de Lorentz dans 
lesquels les pD (x, y) non covariants ne se distinguent que par les 
contributions 4 trés grande fréquence. On peut alors définir un 
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pD (x, y) covariant si on fixe, pour chaque terme (2.11) du déve- 
loppement (2.10), une orientation invariante du cylindre P par 
rapport aux quadrivecteurs p et q. Cette fonction covariante (2.10) 
continue a rester l’équivalent du produit en (2.5) sauf pour les con- 
tributions 4 trés grande fréquence. En général, D(z, y,..) est une 
expression spinorielle et tensorielle. Elle se réduit a différents ter- 
mes, composé chacun d’un facteur covariant (dépendant des deux 
vecteurs p et q) qui multiplie une fonction invariante (scalaire) 
de la longueur des trois vecteurs ¢ = p?, 7 = q?, ¢=(p—q)? 


pD(p, q) = pD(p?, @?, (p—9)?) = pPD©(E.0,6) (2.12) 
2° Le passage a la limite P > oo. Si la limite 


D(é,...)= lim ,D(é, ...) (2.13) 
P=0co 
existe, la fonction est la fonction définie par le produit. Si elle 
n’existe pas, nous cherchons, parmi les systémes d’équations aux 
dérivées partielles qui suffisent & déterminer D© (&, ...), 


O%F OM... D(E, 9, ...) = lim 0% 0"... pDO(E, 9...) (2.14) 


P=00 


le «systéme définissant» pour lequel a) le deuxieme membre existe, 
et b) la solution générale D©(é, ...) posséde le minimum de cons- 
tantes arbitraires. Ce Dest donné a un polynome prés. C’est-a-dire 
la transformation suivante reste possible: 


D' (p,q) = D© (p, q) + o (p?, 4?, (p—4)?) (2.1! 


o (p*, ...) est un polynéme en p’, g?, ... contenant ce minimum de 
constantes arbitraires, soit la représentation de Fourrer d’une 
distribution. Cette régle est la généralisation recherchée de la «régle 
naturelle». Car, si la limite (2.13) existe, l’équation (2.13), est elle- 
méme le systéme définissant. 


§ 3. Les actions de surface. 


1° Actions de surface implicites: En choisissant comme paquets 
des ondes planes, on constate que les intégrales d’espace-temps 
entrant dans l’expression des amplitudes de transition qui se rap- 
portent & des processus conservatifs, sont proportionnelles a l’hyper- 
volume 2 T (2 L)%). En plus de ces processus, il y a les processus 
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non-conservatifs qui empruntent de l’énergie et de la quantité de 
mouvement au champ classique. Un exemple d’un tel processus 
(l’émission d’un photon par un électron) a été discuté autre part‘) 
Les amplitudes sont proportionnelles 4 (2 L)* seulement (aire de 
lhypersurface). Nous les appelons actions de surface implicites. 
Dans une approximation donnée, certaines actions seulement con- 
tiennent des processus conservatifs. Dans les amplitudes de tels 
processus, |’influence des compteurs peut étre éliminée si l’on 
donne & la région V des dimensions grandes par rapport aux dimen- 
sions des hypercouches. Pour rendre négligable la contribution des 
processus non conservatifs dans le dispositif de la fig. 1, on doit 
passer & la limite 


2T> At", At>p (3.1) 


ou uw est la masse de la particule la plus légére. 


2° Actions de surface explicites: Outre les actions implicites que 
nous venons de discuter, ]’introduction des actions & distance infi- 
nitésimale sous forme de distributions (2.8) fait apparaitre des ac- 
tions de surface qui contiennent explicitement les champs macros- 
copiques (1.5). Par une intégration partielle, on démontre que la 
différence entre une action locale et une action 4 distance infini- 
tésimale est une action explicite de surface. Par exemple 


[Vado (p x)~(a)—[ Vax / Vay (plz) xy) (2—y) 
= | vde (px) (2) (3.2) 


x | Vae(y 0% + (Og) x)~ (2) 
~ [Vae/Vay (9 (x) x(y))~ 0 5(z@—y) 
ss z/ vde (pox + (09) x)-() + [9 dx(px)~(x) (8.8) 


Les deux champs classiques v(«) et 3, (x) de (1.5) figurent done 
explicitement dans les intégrands spatio-temporels. Pour éviter 
qu’ils contribuent aux amplitudes de probabilité, il faut de nouveau 
donner aux époques d’observation une durée suffisamment longue 
(3.1) pour qu’aucun effet ne se produise dans la région des comp- 
teurs. On voit en (3.1) que la limite ~ > 0, c’est-a-dire le passage a 
Pélectrodynamique des photons & masse nulle, fait intervenir des 
durées infinies pour les époques d’observation. 
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§ 4. La deuxiéme approximation en électrodynamique. 


1° Résumé de la théorie. Nous appliquons la régle établie au § 2 
pour développer S en termes de I’action trilinéaire 


his)(£) = (9, I) (2); I*(a) = (ut y* a) ~ (2) (4.1) 


Elle contient un champ tensoriel (champ des photons de masse 
non nulle w) satisfaisant aux équations d’onde 


0,P,—959,—B,; =9; 0,B"°—p? yp’ =0 (4.2) 
qui sont équivalentes a 
(O—*) p*(z)=0; 0, y*(z) = 0 (4.3) 
et un champ spinoriel (champ des positrons-électrons de masse x) 
ayant les équations d’onde 
u' (x) (yO—x)=0; (yd+x) a(x) =0 (4.4) 


La normalisation des paquets est contenue dans les lois habi- 
tuelles de commutation, resp. d’anticommutation. Nous n’écrivons 
ici que les relations 


1[Pz> Pal- = (Gua— 720, 04) D(x’ —2)1=DO,,(a’—ax)1 (4.5) 


(w', a}, = —(y0—») DO(2'—2) 1 =—AB(e'—a)1 (4.6) 
2° La premiere approximation 


Si) = 1Ags) = i [Vae his) (2) 


ne contient aucun processus conservatif. Les processus non-conser- 
vatifs, qui empruntent de l’énergie au champ superficiel, ont été 
discutés autre part*). 


3° La deuxtéme approximation, écrite conformément au dévelop- 
pement multilinéaire (2.2) et (2.4), a la forme 


So) V] =Sp29) + Spo) + Sox + S06) = He) + tA) 
y Vde [Vay (> IDS,(2—y) 
—~$ G"(2) DQ) 49(t—y) p(y) —ia"(x) AS,.(2—y) a(y) 
— it (yp) (2) AQ, (e—y) (yp) a(y) 
+ 5 I*(2) DQ 9(t@—WI%y))-— FSi) Sw) [VI] (4.8) 
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Le terme sizlinéaire ne contient aucun noyau. Les deux termes 
quadrilinéatres ont des noyaux*) 


Ay (2) = (y 8— x) D(z) = AQ,(z) (4.9) 
Dra () = (Gap— #7 0,05) Di, (2) = DO 5 (2) (4.10) 


dans lesquels le complément causal doit encore étre défini. Ce com- 
plément introduit dans Aj,)des actions a distance (actions bilocales) 


hey (2, y) = + I*(2) D®, .5(@—y) J*(y) 
—iut (yg) (x) A®(x—y)(yp)a(y) (4.11) 


Nous définissons 4® et D&} comme des pures actions a distance 
en les représentant par des potentiels symétriques 


(C12) DE «9(2) =— Gap 9(2) + 1-20, 0, 8(2) 
(7 0+ #) AG (2) = — (2) (4.12) 


qui sont intégrables. C’est par cette définition que nous marquons 
absence d’actions locales quadrilinéaires. Notre régle donne alors 
les corrections causales des termes bilinéaires 


1 
Ayo) (2, y) = es (9 (2) yp’ (y) DO ag(2 =) 
—i (a4 (x) a*(y)* 4) 4n(@—y)) (4.18) 


par les deux produits 
Dibyap(2) ° ae 2) 7,4 (—2) +) (4.14)**) 
Ate») (2) => Y* (AG) (2) Di ap(@) +.) ? (4.15) 


*) Reégle de notations pour les noyaux. Les lettres D et A sont utilisées pour 
les noyaux tensoriels D,, resp. spinoriels A 4». Les indices supérieurs “), (*) et (© 
sont employés pour marquer la décomposition des noyaux causals. Deux indices 
numériques inférieurs (nm) indiquent que ce noyau apparait dans la n-iéme appro- 
ximation d’un terme m-linéaire. Les indices inférieurs (x), (y),(x+,) indiquent 
létendue spatiale (~ x—!, w—!, (x+ u)—1) des noyaux spatiaux obtenus par inté- 
gration sur le temps. Les lettres G et J" sont des fonctions tensorielles, resp. spino- 
rielles, utilisées pour définir les noyaux. Appliqués 4 ces fonctions, les indices “), 
(x), ete. gardent leur signification. L’index numérique (2) numérote les diffé- 
rentes fonctions G et J’ d’aprés leur entrée dans le texte. De tous ces indices, 
nous omettrons, dans les calculs intermédiaires, ceux qui sont sous-entendus. 


**) (1) (8) est la terme obtenu par permutation des indices ® et @, 
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Le terme zérolinéaire (en I) contient, dans sa partie hermitienne, 
une diminution de la probabilité de trouver du vide, diminution 
due 4 la production spontanée de trois quanta d’aprés Aysy de la 
premiére approximation. Son complément causal équivaut & un 
changement de phase arbitraire et indépendant de |’état incident 
et ne contient donc aucune action observable. 


4. Evaluation des produits: Evaluons maintenant, en suivant 
notre régle, les noyaux des termes bilinéaires. En vertu de l’iden- 
tité de SCHWINGER 

1 


/ du 6’(a+(b —a)u) = —(a-! 6(b) + b-1 6(a)) (4.16) 
0 
on trouve la transformée ee 


PD S2)29(P) = “7 / ar [aw 0’ (kt + x? + u(p?—2 pk)) 


P 0 
<[(Daky + Pplig—2 kigKig) —Gag(Pk—k*—x2)] (4.17) 


La somme étant convergente pour une région P finie, les intégra- 
tions peuvent étre interchangées. (4.17) est covariante si P décrit 
un cylindre de rayon P autour du vecteur p. Cette orientation du 
cylindre est telle que (4.17) est invariante par rapport a la trans- 
lation de l’origine k’ = k — up, nécessaire pour mettre en évidence 
les fonctions scalaires de p?. Effectuant cette translation, on obtient 


rDya9(P) = BaF [au dk 8’ [k? + A (p?, u)] 
hii Nias lta p 2_ © _ 43)) (4.18) 


A (p?, uw) = p? (u—-u?) + x? (4.19) 


Pour simplifier, nous avons déja utilisé les relations 


[ak kf (k®) = 0; — [ake kek f (ke) = 4 gf? [dk k®f(k*) (4.20) 
P P P 


dont la deuxiéme ne doit étre appliquée qu’aux dérivées des scalaires 
dans (4.18) qui convergent pour P = oo. La définition de D3, (p) 
se fait & partir de (4.18) en employant la régle générale (2.14). L’in- 
tégration en k peut étre effectuée sur la premiére dérivée (par rap- 
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port a p*) des scalaires indépendants de k? et sur la deuxiéme dérivée 
des termes avec k? si l’on utilise les valeurs limites*) 


lim [dk 6"(k?+ 4) == 
P=05 i 
22 


lim [dk k® 6" (k?+ A) =— 23 


P=0coy 


On trouve que 
Di>)xp(P) = (P2 Pp Yap P*) G (p*) 

+ bo Py Pp + (b1 + be P*) 94 (4.22) 
est déterminé en termes d’une fonction G (p?) et de trois constantes 
arbitraires. Vu que les noyaux définis en deuxiéme approximation 
apparaitront dans les approximations supérieures, il est avanta- 


geux de les écrire dans une forme ot l’opérateur d’onde est mis en 
évidence. On obtient ainsi 


8 ’ ( 24 +h ’ 
Diba (P) = Pa Pp Go) (P®) —Gap ~—F— Guy (P*) 


+ Gup (ds “2 —(p? + 1?) be) (4.23) 


On se rendra compte que Gj», ne contribue en quatriéme approxi- 
mation qu’aux effets de surface (elle contient une constante arbi- 
traire). Gj) est une fonction définie qui figurera dans le résultat 
(Lams shift) de la quatrieéme approximation. 


\ do(vr— 3 v* ) 
1(8) —_ / y 
G9 «ay (P®) = ax | PA) (, ed mi 
yt & 








4 x? 4x? 


Pour évaluer (4.15), il est utile de décomposer ce spineur en 


& As | 1 AIS 5 
Als) (P) = Afto2)(P) + 2 ae AM? (22) (P) (4.25) 


correspondant aux deux termes dans (4.5) et (4.10). L’évaluation 
de Af(p) est analogue a celle de D{%}),. Nous l’écrivons sous une 
forme analogue a (4.23) en mettant en évidence l’opérateur d’onde. 


AV 22)(P) = (ty p + *) Ty (p) (ty p + %) 
+ bgx+ by (iy p +x) (4.26) 


I4)(p) est un spineur défini et les deux constantes sont arbitraires. 


*) L’évaluation invariante en coordonnées polaires hyperboliques donne 0 - oo. 
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Considérons maintenant A§}\..)(p). D’aprés (4.15) et (4.25), on a 


PA en(P) = oon [ak [(yk) (¢(y, p—k) — x) (y k)](a-? 6 (b) + b-*4 (a) 
P 
a=k?+mu?; b= (p—k)?+x? (4.27) 


Nous écrivons ]’expression spinorielle [...] sous la forme 
[...] =—(iyp+*)(i(y, p—k) —x) (iyp + ») 
—(typt+x)b—iykb 4.28) 
Alors Videntité b 6 (b) =0 et la régle 


lim [ak 6(k? + uu?) - const. (4.29) 
p=oy 


déterminent (& un terme du type by (ty p+ *) prés) 


A$) 92)(p) = —(iyp+x ) L2 (p) (‘yp+x) (4.30) 


I} est une fonction a définir en employant la régle pour évaluer 
le produit 


oS (0) =e | Ak (DEAK) ABP—K +) (4.31) 
P 


Elle contient deux constantes arbitraires. Nous montrerons que 
I’, (p) ne contribue en quatriéme approximation qu’aux effets 
de surface. 


5. Discussion des actions introduites par la deuxiéeme approxima- 
ton. La mise en évidence des opérateurs d’onde p? + wu, resp. 
ty p+, montre par intégration partielle que, des actions bilinéaires, 
seule |’action locale 


Ro»)(z) = — * by u?(p)?~ (x) — ibs x (ut a) ~ (x) (4.32) 


est explicitement indépendante de la surface. Elle contient une 
contribution proportionnelle au volume (2 L)? 2 T de la période 
d’évolution. On peut montrer, qu’a des effets de surface prés (4.32) 
est équivalent & une renormalisation des masses, déjé arbitraires, 
et x du photon, resp. de |’électron, qu’on a introduites dans la 
théorie. 

Les actions bilocales quadrilinéaires (4. 11) donnent lieu aux pro- 
cessus conservatifs de l’interaction entre deux charges, de |’effet 
Compton, et de la production de paires. 





Elimination des constantes arbitraires. 167 


L’interaction entre deux charges contient un terme ~ 1/u?. Par 
intégration partielle, ce terme se réduit 4 une action 4 distance 
entre des événements de surface parce que la charge satisfait a 
l’équation de continuité. L’influence de ce terme peut étre négligée 
si la limite (3.1) est atteinte de la maniére décrite 4 la fin du § 3. 
Dans les termes de l’effet Compton, on démontre que |’amplitude 
pour ]’émission et |’absorption d’un photon longitudinal devient 
petite par rapport aux effets transversaux si u > 0. 


§ 5. La troisiéme approximation. 


Pour ne pas allonger notre exposé, nous ne donnons pas la for- 
mule explicite analogue 4 (4.8), mais nous nous bornons 4 discuter 
le terme trilinéaire en ut ug (z)*). L’action contenue dans son 
complément causal est d’abord trilocale. On a 


& 3 \ I 
Aygs)(2, y,2z) =— | p*(2) D&yap2— y) DOP(y —2z) J, )- = ian 


+ ut (x) A (x— y) AS (y—z) (yp) a(z)— = (“?) 


+ u(y p) (2) 4 (x— y) Agr) (y—2) a(2)— 7 (.) 


~ 


+ ut (2) A%,,(2—y; y—2) a(e) *(y)| (5.1) 


Les trois premiers termes convergent sans autre et s’expriment 
en termes des fonctions apparues déja en deuxiéme approximation. 
Le noyau nouveau est le produit 


8 ( 1 Q & & a 
Arya (2 y) = (y° A’ (x) 7,4) (y) bal De «(2 oo y) 


1 
ee Gem (5.2) 


Le dernier terme — } (...) converge sans autre. Puisqu'il ne con- 
tribue pas aux processus conservatifs de la quatriéme approxima- 
tion, il sera omis de la discussion au méme titre que les —} (...) 
dans (5.1). Par analogie avec (4.25), nous mettons en évidence la 
contribution due au terme ~ pu-?. 


i 
(s)a __ (8) (s) § 
Ass) ins Ariss) - 2 pe? ATT (33) (5.3) 


*) Dans les termes de plus haute linéarité, les produits (2.5) convergent. Les 
termes linéaires et trilinéaires en g sont nuls pour des raisons de symétrie. 
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La premiére partie (~ 1) est 
1 
420.)—se5F / dk ((be)-28(a) + (ca)-1 8(b) + (ab)-* 8(c)) 
Pp 


X Gur (y" (i(y, p—k) —%) vq (i (vy, qk) — x) y”) 
a=(p—k)*+x?; b=(q—k)?+x?; c=k? +p? (5.4) 


Elle sera évaluée analoguement 4 la premiére partie de (4.25). 
L’identité de ScHwiNGER 4 employer est 


((bc)-1 6(a) +...) 
== [dv /duws"(e(1—u) +5 (a+b) u+> x (a— b) wo) (5.5) 


F 
La convergence de (5.4) nous permet d’interchanger de nouveau 
les intégrations. Par contre, pour mettre les variables scalaires, 


=p? n=q? et ¢=(p—q)? (5.6) 


en évidence, une translation 


k’ =k—>(p+q+( p— q)) (5.7) 


doit étre effectuée. Elle laisse invariant le domaine P (cylindre), 
seulement si celui-ci est orienté parallélement a axe p+q+(p—q) v 
dépendant du scalaire v. En vertu de (5.5), chaque facteur scalaire 
dans (5.4) est une somme sur des contributions dépendant de 
ce scalaire v. Ce changement du domaine, attribuant 4 chaque 
contribution un cylindre a orientation différente, ne peut affecter 
que la partie due aux trés hautes fréquences. 


Le résultat final est l’expression covariante 


1 1 
PAR (0.0) = gaa | av [duu / dhe 9" (ke +B (En f,4,9)) 
—1 0 P 


x (y° (iy, p—r) — x) »* (i(y,q—1) —*) y,—k* y*) 
r= +> (p+q+(p—9?) (5.8) 
B(E,n, 6,1, 0) = u2(1—u) +P 2™ (uw —u’) (1 +0) 


4 et (u —u?) (1—v) + u? x? (1 + co) 


4x? 
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Le premier terme converge. Au deuxiéme terme, la régle fait cor- 
respondre le systéme définissant 


Jim Oza | akR* 9" (k*-+ B(E,...)) = Tan 0; In 28) (66,9) 
=co P 


Elle montre que la fonction logarithmique du deuxiéme membre 
est la solution générale avec une constante arbitraire. Mettant en 
évidence les opérateurs d’onde, on peut écrire: 


Ais) (P 4) = (typ + x) 3) (p,q) + P85 (—@ —p) (ivat%) 


—@q)2 2 
+? ferore) Ge) ((p—4)*) 


—i(p—9), 5, (4+ 2” Gs ((p—9))) 
—bsy73 7 =S[y7"L. (5.10)*) 


Les termes contenant la fonction spinorielle Ig (2) n’apportent pas 
de contribution dans exemple discuté. Nous écrivons par contre 
les fonctions scalaires qui déterminent la constante A. 


Ge) (2) = lez wis [wae [| (1—w+S (1 +04) 


0 


0 x 
—" (2—-24u—u? o>, | 


Ov B(-x?, — x, C, u, v) 


— tee GIL et) (5.11)**) 








x? (u—u?) 
Gi (0) mais [uaa B(x’, — x, C, u, v) 


0 


2 
Gig) (2) = Ga (Gay(2) —Gy(— u)); A= Gis (—p?) (5.12) 
La deuxiéme partie de (5.3) est 
PAP) (PD) = eae [ARS 7 )kyk,((be)*6(@) +...) (5.18) 
P 


Elle contient l’expression spinorielle et les facteurs 6(a)... de (5.4). 


*) Dans (5.10) Vaya a= = IQ) BA’ 
**) [2] et [-y?] sont le premier terme évalué pour ¢ et pour ¢ =—p?. 


12 





170 E. C. G. Stueckelberg et T. A. Green. 


En analogie parfaite avec (4.27) et (4.28), on réarrange |’expression 
spinorielle pour obtenir la forme suivante (A* est un spineur): 


(ky) (.*.) (ky) = (ty p + ») A*(p, gq, k) (ty q+ %) 
—(iyp +x) (i(y, p—k)—x) yb 
—y(ily,g—k)—*) (iyqtx)a 
—y*ab (5.14) 


Au dernier terme, la régle (4.29) fait correspondre une constante, 
qu’on peut considérer comme déja contenue dans la constante b;. 
Le deuxiéme terme en (5.14) s’écrit, vu que bd6(b) = 0, sous la forme 


—(iyp+x)(22)-9 pene —2)y*(c-48(a)-+a-14(c)) (6.15) 


qui s’exprime en termes du I)(p) de (4.80). La méme transforma- 
tion peut étre faite sur le troisiéme terme. Donc, le terme ~ } u-? 
en (5.3) a la forme 


A %3) (p,q) = (iy p + *) I’) (p,q) (iv g+ *) 
pc #) I) (p) ¥* 
mee Do) (q) (ty q+ ) (5.16) 


T'S) (p, q) doit étre évalué en appliquant notre régle. Il contient une 
constante, mais n’apporte pas de contribution en quatriéme appro- 
ximation. 

Discussion des résultats du terme trilinéaire de la troisiéme appro- 
ximation: Elle ne peut étre que formelle: La distinction entre des 
contributions dépendant explicitement de la surface et des contri- 
butions de volume n’a pas de sens, car comme dans la premiére 
approximation, aucun effet n’est possible sans qu’il n’emprunte 
de l’énergie au champ macroscopique. Mentionnons toujours, 
qu’une intégration partielle sépare la contribution proportionnelle 
& b, dans Df, en une action de surface explicite et une action 
de volume. Pour trouver l’action de volume, on utilise (3.3) dans 
(5.1) avec p,(x) et x*(z) = D&}**(x—y)... On tient compte du 
fait que (x) et D)** satisfont a Véquation d’onde homogéne, 
resp. inhomogéne. La méme séparation s’applique aux termes avec 
b, dans A‘. On utilise dans (5.1) une relation analogue 4 (8.8): 


= | Vae(—u(y0)-w+u-(yd)w)~(2)— [ de(Vaa(z): y 0Vw(z))~ 


elk z|vde (—u (y 0)-w +a: (y0)w)~ (5.17) 
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et on tient compte du fait que w resp. 4%) satisfont a l’équation 
d’onde homogéne, resp. inhomogéne. Le terme avec la constante 
arbitraire b; y? et le terme avec la constante définie, 2, dans A{}%s) 
sont explicitement indépendants de la surface. Ainsi on trouve 
comme action de volume une action locale trilinéaire 


1 1 j 
R3)() = (> by + 25 by + bs) his)(t) + ARG) (2) (5.18) 


avec 
h¥,)(2) => B,,N*(x); N(x) =——(u'o**u)~(2) (5.19) 


Cette action est équivalente 4 une renormalisation du paramétre 
arbitraire « dans l’action de charge 


ere; =e (1 +e (5 b, + by + bs)) (5.20) 
et a l’introduction d’une nouvelle action trilinéaire, l’action du 


moment (5.19). Elle s’introduit avec un paramétre 


e3 


n= 6 A= 8? Gy(—p?) — 7 (5.21)*) 


§ 6. La quatriéme approximation. 


Nous ne discutons que les termes quadrilinéaires**). Considérons 
d’abord le terme en u*ug @: Son complément causal est une action 
quadrilocale. 


Aig (2, Y,2,W) =(i9,(x )D'25"(a- y) D> 5, y-2) u'(z) y 7A) (2—w w)(yp)u(w) 
+ conj—= (2 ibid 
+ iat A®, (x—y) A®, (y—z) (yg) (2) A® (e—w) (yp) a (wv) 
+ conj— (0 +...) 
i 1 
+ ia (y@)(x) A%(2—y) A,(y—z) 48) (2z—w)(y p) u (w)—=(..-) 
+ iu'(z) 488 (x—y, y—2Z) Pz (y) A® (2z—w) (y p) a (w) 


ab conj— { odes 1 (a) 


+ iul(2)AQ5*(2—y, y—z,2—w) 4 (w) , (y) Pp(2))” (6.1)***) 


*) Dans (5.21), —> signifie le passage & wu? —> 0. 

**) Les termes de plus haut degré convergent sans autre. Les processus con- 
servatifs des termes bilinéaires donnent une nouvelle renormalisation arbitraire 
des masses yp et x, 

***) conj signifie l’expression conjugée. a) @) (s) +... comprend les trois per- 
mutations de () (1) (), 
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Elle contient, outre les fonctions provenant de la deuxiéme et troi- 
siéme approximation, le noyau 


8) a, 1 8 ce 4 8 co — 
ADS? (2y.2)==5 (v2 AG} (2) 7°40) (y) v? AB (2) ¥° (Foc? 0,0.) Dit} (a+ y +2) 


+HOME) 4 AMO) 4 COW) _ = (MMM +) 


1 1 
= ANE + sos Athy —F (+) (6.2) 


Comme cette approximation contient des processus conservatifs, 
on peut omettre le terme + (...) en (6.2) et les termes — 4 (...) en 
(6.1), car ils ne contribuent qu’a des effets implicites de la surface. 
Le reste de (6.2) est encore une fois séparé en ses deux parties ~ 1 
et ~ w-*. L’évaluation de la premiére partie utilise une identité 
de Scuwincer. Il est explicitement donné par Scuarrot?!), Con- 
vergeant sans autre, il ne contient aucune constante arbitraire. La 
partie ~ 4, peut s’évaluer d’une maniére analogue aux deux 
évaluations précédentes. On montre qu'il se réduit 4 une expression 
contenant le )introduit dans les deux approximations précédentes : 


Ath) = — 6(2) y* (0) (y) v6 (z) (6.3) 


Vu qu’une séparation entre des processus conservatifs et non con- 
servatifs est possible, il suffit de démontrer (6.3) par une inté- 
gration partielle des dérivées 0, 0, D{}} dans le pA{?t,) correspon- 
dant & (6.2). Parmi les quatre permutations, seules les permutations 
#881 et #1%* anportent une contribution, car, chaque fois qu’on 
a utye A ou AQ yu, l’équation de continuité annuelle le terme. 
Vu (4.31) et vu les équations d’onde (4.12), on obtient (6.3). 
Discussion des termes quadrilinéaires et conservatifs de la quatriéme 
approximation: 1. Le terme quadrilinéaire en utug yp: Nous mon- 
trons d’abord l’influence des constantes arbitraires b,, b,, et b; 
contenues dans les distributions dans D{}*° (4.28), A‘$,) (4.26), et 
dans A(s (5.10). L’intégration partielle (3.3) appliquée aux deux 
termes avec D{%, dans (6.1), y substitue (en vertu des équations 
d’onde pour @ et D}) 2-40, fois l’action correspondante de la deu- 
xiéme approximation dans (4.11). L’intégration partielle (5.17) 
des deux termes contenant ut 4{) et Au donne (en vertu des 
équations d’onde pour u, ut, et A%)) 2-4), fois cette action. Le cin- 
quiéme terme dans (6.1), contenant A(}) «au milieu», donne 2-4), 
fois cette méme action, car dans ]’application de (5.17), u et w sont 
des A“ qui satisfont les deux 4 l’équation inhomogéne. Cette ma- 
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niére d’évaluer les contributions élimine l’arbitraire contenu dans 
la discussion de ScHwincGER*) et de Dyson**). Finalement, la 
partie arbitraire des deux termes contenant A(§}, donne 2 b; fois 
cette action. Ains, on obtient dans (6.1), comme contribution due 
aux constantes arbitraires, une action bilocale 


1 i 
Rias(2, y) = 2 (5 by + 25 by + bs) Roy (2 4) (6.4) 


x 


Cette action équivaut 4 la deuxiéme approximation en ¢’ (de 
action de charge) développée jusqu’a «4: 


é hiss) (x) = ehis) + hiss) (2) 


mig (1 +2 (5 b+ by+bs)) Mis, (6.5) 


Il nous reste & discuter l’influence des constantes dans I'@(2) 
figurant dans A{},.., dans A{?%s) et dans A‘}ef). On vérifie immé- 
diatement que les opérateurs d’onde contenus dans AG) et Af20), 
opérant (par intégration partielle) sur les 4%} et les u, réduisent 
ces termes & la forme (6.3), et que leur somme est nulle. 

2° Le terme quadrilinéaire en u et u*: Il contient la méme renor- 
malisation de la charge (6.4) et (6.5). La contribution ~u-* de 4%, 
et AS n’entre pas dans Aw. Le terme ~ 1, A%,,, est convergent 
sans ambiguité. Dans la fonction A‘}.44, les deux termes avec u~* 
se compensent mutuellement. A part l’action tétralocale contenant 
AP 0)» et l’action (6.4), une nowvelle action bilocale a longue distance 
(~ u-*) apparait: 


Ay cas (2; y) = —A(0,N* (2) Dé, py(&—Y) J’(y))~ (6.6) 


Elle exprime que la charge J* agit par son potentiel symétrique 
sur le moment N*’ (anomalie du facteur g). Une action a courte 
distance (~ x-1) 


1 a 
Ai (44) (x,y) = 22 J*(x) {Guay 2 Guna} (x—y) J,(y) 


i+ = 0, N* (2) Gi s)(t@—y) Jp (y) (6.7) 


entre les deux charges, resp. entre moment et charge, s’ajoute aux 
actions & longue distance (LamB-RETHERFORD shift). 


*) Bibliographie 5, p. 794, Eqs. (1.48)—(1.52). 
**) Bibliographie 8, p. 1752, Eq. 98. 
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3° Le terme quadrilinéaire en p converge avec l’emploi de la 
régle naturelle, donc sans |’introduction de constantes arbitraires. 
Il a été explicitement calculé par Karpius et Neuman!?). 


4° Mentionnons encore que la partie hermitienne de S,4) contient 
aussi des actions de volume dues au réarrangement de - $ (Aj) A) ~. 
On constate en particulier que les termes dus 4 mu~* n’apportent 
pas de contribution. 

Nous avons done démontré que l’action de charge détermine, 
en utilisant la régle proposée, les amplitudes des processus conser- 
vatifs dans la matrice S[V] en quatriéme approximation*). Celles-ci 
dépendent uniquement des dewx masses arbitraires (u et x) et d’un 
parametre de cowplage arbitraire (e). 


5° Le passage a la limite « 0 est possible sans autres précau- 
tions que celles mentionnées ala fin des §§ 3 et 4, car toute contri- 
bution ~ uw a disparu dans les amplitudes qui se rapportent aux 
processus conservatifs**). 


Institut de Physique de |’Université, Genéve. 
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*) Note ajoutée aux épreuves: Entre temps, M.A. PeTERMANN (Lausanne) a 
trouvé la démonstration que les contributions provenant des termes ~ yw? s’éli- 
minent dans toutes les approximations pour les processus conservatifs. Ce résultat 
fera objet d’une publication prochaine. 

**) Dans la fonction G2) (Eqs. (5.10) et (5.11)) la constante Ln x/u, que l’on 
obtient en effectuant l’intégration en u, correspond & la constante 
x 
vain ge? 
( 2 kin. 
qui apparait dans la théorie de ScHwIncER'). 





Rontgenuntersuchungen iiber die Seignetteelektrizitat 
von Bariumtitanat 
von Werner Kanzig (Physikalisches Institut der ETH. Ziirich). 
(24. I. 1951.) 


Summary. The transition of untwinned ferroelectric BaTiO,-crystals from the 
cubic (unpolarized) phase into the tetragonal (polarized) phase has been investi- 
gated by measurements of the integrated reflections (001) and (0 £0) as a function 
of temperature. 

Near the transition-point fluctuations diminish extinction. This effect leads 
to a sharp peak of the extinction-sensitive reflections. The changes of the mosaic- 
structure are discussed. 

The variation of the structure-factors with temperature could be determined 
for the high-order reflections (001). The Debye-factor behaves quite normally 
in the cubic phase. There is no evidence for a loosely bound Ti-ion. 

At and below the Curie-point variations of the structure-factors were observed 
which can be accounted for by a shift of the atomic positions together with ano- 
malous variations of the thermal amplitudes. 

A discussion of the Lorentz internal field is given in terms of Slater’s theory. 


I. Einleitung. 
1. Uhersicht iiber die wichtigsten experimentellen Tatsachen. 


BaTiO,-Kristalle sind seignetteelektrisch. Die Kristallstruktur 
ist einfach im Vergleich zu den Strukturen der schon linger be- 
kannten Seignetteelektrika, Seignettesalz und KH,POQ,. Es besteht 
darum einige Hoffnung, zu einem quantitativen Verstiandnis der 
Seignetteelektrizitat von BaTiO, zu gelangen. 

BaTiO, kristallisiert nach dem Perowskittyp). Jedes Ti-Ion ist 
oktaedrisch von 6 O-Ionen umgeben. In den verbleibenden Zwi- 
schenréumen liegen die Ba-Ionen (Fig. 1). Dieses Gitter hat die 
Tendenz zur elektrischen Selbstpolarisation, was interessante di- 
elektrische Anomalien und drei Phasenumwandlungen zur Folge 
hat. Betrachten wir das Verhalten des Kristalls bei sinkender 
Temperatur: 

Im Gebiet T > 120° C ist der Kristall kubisch und hat die 
Raumgruppensymmetrie 0}/Pm3m. Die Dielektrizitatskonstante 
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steigt mit fallender Temperatur hyperbolisch an (Curie-Weiss- 
Gesetz)*)%). Die Unendlichkeitsstelle, die sich aus der Hyperbel er- 
geben wiirde, wird nicht ganz erreicht, indem vorher (bei 120° C) 
die erste Phasenumwandlung eintritt*): Der Kristall polarisiert sich 
von selbst (spontan) in einer der 6 Kantenrichtungen der Elemen- 
tarzelle. Die Doppelbrechungsanderung zeigt®), dass die spontane 
Polarisation vom Wert Null auf einen endlichen Wert springt und 
dann stetig weiter ansteigt. Die direkte Bestimmung der spontanen 
Polarisation aus den dielektrischen Hysteresiskurven ergibt indes 
lediglich einen steilen Anstieg an Stelle des Sprunges, was den 


Anordnung der Ionen im BaTiO,-Kristall nach Mrcaw’). 


Mangeln dieser Methode zuzuschreiben ist®)?). Die spontane Po- 
larisation ist mit einer spontanen Deformation verknipft: Das 
Gitter streckt sich in der Polarisationsrichtung (im folgenden als 
e- oder [001]-Richtung bezeichnet) und zieht sich senkrecht dazu 
(a-Richtungen [010] und [100]) zusammen. Der Kristall wird tetra- 
gonal’). Die Deformation Ac ist proportional zum Quadrat der 
Polarisation und somit als eine Folge des quadratischen Piezo- 
effektes zu betrachten*). Bei Zimmertemperatur betrigt das 
Achsenverhiltnis c/a = 1,01. Die Raumgruppensymmetrie in der 
tetragonalen Phase ist C},/P4mm. 


Die Umwandlung spiegelt sich auch in den Dielektrizitaétskon- 
stanten wider®): Die hohe spontane Polarisation (bei Zimmertempe- 
ratur erreicht sie 16-10-* Clb/cm*) bewirkt eine dielektrische Satti- 
gung des Kristalls in der [001]-Richtung, wodurch die Dielektrizi- 
tatskonstante vom Spitzenwert ¢,,, ~ 104 auf den 20. Teil hin- 
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unterspringt. In den Richtungen senkrecht zur Polarisation (a- 
Richtungen) bleibt die Dielektrizitaétskonstante tiber 3000. Die 
Tendenz zur Selbstpolarisation in der a-Richtung bleibt erhalten, 
wie der neue Anstieg von ¢, mit sinkender Temperatur zeigt. Dies 
fiihrt zu einer zweiten Phasenumwandlung in der Gegend von 0° C. 

In einer der a-Richtungen tritt ee neue Komponente der spon- 
tanen Polarisation auf, indem die spontane Polarisation von der 
[001]-Richtung in die [011]- oder [101]-Richtung umspringt. Der 
Kristall nimmt dadurch rhombische Symmetrie an*). Die Satti- 
gungserscheinungen bewirken wieder eine entsprechende Anderung 
des Tensors der Dielektrizitétskonstanten. In der zweiten a-Rich- 
tung (die noch keine Komponente der spontanen Polarisation ent- 
halt) bleibt die Neigung zur Selbstpolarisation wieder bestehen, 
was bei — 70° C zu einer dritten Phasenumwandlung fiihrt: 

Die spontane Polarisation springt in die [111]-Richtung um. Der 
Kristall wird trigonal. 

Die spontane Deformation entspricht in allen Phasen einer 
Streckung in der Polarisationsrichtung*®). Alle drei Umwandlungs- 
punkte liegen bei steigender Temperatur hdéher als bei sinkender 
Temperatur. Diese thermische Hysteresis ist unabhangig von der 
Geschwindigkeit der Temperaturainderung und betragt etwa 2° C 
bei der 120°-Umwandlung, 12° C und 17° C bei den tieferen Um- 
wandlungen. Durch hydrostatischen Druck®), durch elektrische 
Felder’) und durch Eimlagerung von Sr-Ionen an Stelle der Ba- 
Ionen?®) kénnen die Umwandlungspunkte verschoben werden. 

Die spontane Polarisation hat in den drei polarisierten Phasen 
mehrere Einstellméglichkeiten. Der Makrokristall ist infolgedessen 
im allgemeinen verzwillingt: Er besteht aus einem Gefiige von 
Domanen (,,Weiss’schen Bezirken‘‘) mit verschiedener Polarisa- 
tionsrichtung?*) !?)1%) #4)15)5), Alle drei Phasenumwandlungen sind 
bei steigender Temperatur mit einer positiven Anomalie der spezi- 
fischen Warme verkniipft?*)?°). 


2. Die Theorien der Umwandlungen in den BaTi03-Kristallen. 
a) Phénomenologische Theorie. 


Eine phanomenologische Theorie, welche die drei Phasenumwand- 
lungen befriedigend erklart und beschreibt, wurde von Drvon- 
SHIRE entwickelt?’). In Anlehnung an die Miiller’sche Theorie des 
Seignettesalzes fasst DrevonsHirE die Symmetrieanderungen als 
piezoelektrische Deformationen auf. Eine Umwandlung von einer 
Phase in die andere tritt dann ein, wenn die Gleichgewichtswerte 





178 Werner Kanzig. 


der Freien Energien der beiden Phasen gleich gross sind. Die Theo- 
rie gilt fiir den einheitlich polarisierten Kristall, fiir einen einzelnen 
Weiss’schen Bezirk. Die drei Umwandlungen sind nach Drvon- 
SHIRE thermodynamische Umwandlungen erster Art. In kompli- 
ziert verzwillingtem Material treten Spannungen auf, welche die 
Umwandlungen unscharf machen. 


b) Molekulare Theorien. 


Die bisherigen theoretischen und experimentellen Untersuchun- 
gen weisen darauf hin, dass die Neigung des BaTiO,-Gitters zur 
Selbstpolarisation dem gleichzeitigen Auftreten von drei Umstianden 
zuzuschreiben ist: 

1. Die Elektronenpolarisierbarkeit der O-Ionen in Ti-O-Verbin- 
dungen ist ausserordentlich hoch’). 

2. Die Geometrie des Gitters verursacht ein inneres Feld, welches 
z. B. bei einer Polarisation in der [001]-Richtung (in Fig. 1 vertikal) 
am Orte der O,-Ionen und der Ti-lonen aussergewohnlich hohe 
Werte in der Polarisationsrichtung annimmt")?°)?1), Denkt man 
sich in einem kleinen Volumelement eine schwache Polarisation 
erzeugt, z. B. infolge der Deformation durch die elastischen Wellen 
der Gitterschwingungen, so wirkt diese durch ein hohes inneres 
Feld auf die O,- und die Ti-Ionen zuriick. Die Polarisation verstarkt 
sich also selbst. Wenn die Polarisierbarkeiten gewisse kritische 
Werte erreichen, dann tritt Selbstpolarisation ein. 

3. Es sind temperaturabhangige Polarisierbarkeiten vorhanden. 
Drei Méglichkeiten sind bis jetzt diskutiert worden: 

a) Die Zunahme der Volumpolarisierbarkeit mit sinkender 
Temperatur infolge der Schrumpfung des Gitters kénnte die Selbst- 
polarisation erklaren*?*). Diese Deutung steht aber damit im Wider- 
spruch, dass eine kiinstliche Verkleinerung der Gitterkonstanten 
durch hydrostatischen Druck®) oder durch Einlagerung von Sr- 
Tonen an Stelle von Ba?®) die Umwandlung von der kubischen 
in die tetragonale Phase zu tieferer Temperatur verschiebt, und 
dass die Selbstpolarisation in Richtung der (kiirzeren) a-Achse erst 
bei tieferer Temperatur erfolgt (0°-Umwandlung). 

b) Mason und Marrutas?*) nahmen an, dass die potentielle Ener- 
gie des Ti-Ions im Oktaeder 6 Minima habe, die vom Zentrum aus 
um die Strecke 6 gegen die O-Ionen verschoben sind. Das Ti-Ion 
wirde sich dann im wesentlichen wie ein permanenter Dipol vom 
Moment 4ed mit 6 Einstellméglichkeiten verhalten. Durch: ganz 
allgemeine Betrachtungen liasst sich aber zeigen, dass eine solche 
Theorie den Experimenten widerspricht?!)*4). 
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c) Zu einer temperaturabhangigen Polarisierbarkeit fiihrt auch 
das Modell des anharmonischen Oszillators, welches DEvonsHIRE”’), 
von Arx?®), ANDERSON”) und SiaTEeR*!) unabhangig voneinander 
durchgerechnet haben: Das Ti-Ion schwingt in einem Potential 
V(r) = Br? + Crt, wobei r den Abstand vom Oktaederzentrum 
bedeutet. Die einzelnen Oszillatoren sind nur durch das Lorentz’sche 
innere Feld gekoppelt und werden im iibrigen als unabhingig be- 
trachtet. Das Modell erklart zwanglos das dielektrische Verhalten 
in der kubischen Phase. Es versagt aber bei der Beschreibung des 
Anstieges der spontanen Polarisation, indem es (wie die Langevin’- 
sche Theorie) einen kontinuierlichen Anstieg P(T’) = Const. /T — 0 
voraussagt, wahrend die Experimente eine sprunghafte Anderung 
ergeben. 

Die Méglichkeiten a) und b) lassen sich mit Sicherheit aus- 
schliessen. Das Modell des anharmonischen Oszillators muss noch 
verbessert werden: 

a) Das Potential V(r) ist abhangig von der Deformation des 
Kristalls und somit auch von der Polarisation. 

B) Die einzelnen Oszillatoren diirfen nicht als unabhangig an- 
genommen werden. Sie sind nach der Born’schen Methode der 
Gitterdynamik zu behandeln. 

Eine solche verbesserte Theorie liegt noch nicht vor. 


3. Das Ziel der vorliegenden Arbeit. 


In den molekularen Theorien spielen die thermischen Schwin- 
gungen der Ionen und deren Verschiebung im polarisierten Kristall 
eine wesentliche Rolle. Weder iiber die optischen noch tiber die 
akustischen Zweige der Gitterschwingungen liegen aber experimen- 
telle Arbeiten vor. Uber die Verschiebungen der Ionen gibt es nur 
rohe Abschatzungen, die sich zum Teil widersprechen: DANIELSON, 
Marrtuias und Ricuarpson”*) geben auf Grund von Weissenberg- 
aufnahmen fiir die Verschiebung des Ti-Ions aus der Oktaedermitte 
bei Zimmertemperatur 0,16 A an. Danietson und Runpb.iE”) 
schitzen spiter, dass diese Verschiebung kleiner sei als 0,1 A. Kay, 
WELLARD und VouspEN*) entnehmen hingegen ihren Réntgen- 
aufnahmen, dass sich die Ti-Ionen und die O;-Ionen (siehe Fig. 1) 
gegeneinander verschieben. Als obere Grenze fiir diese Verschie- 
bungen geben sie an: O,;: z < 0,18 A, Ti: z < 0,05 A. Die genaue 
Kenntnis dieser Verschiebungen ist aber von Interesse, da man dar- 
aus auf die Ladungen der Ionen*?) und damit auf die Art der che- 
mischen Bindung schliessen kann. 
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Um auf experimentellem Wege etwas iiber die thermischen 
Schwingungen und iiber die Lage der Ionen zu erfahren, haben 
wir die Temperaturabhingigkeit des integralen Reflexionsvermé- 
gens fiir die Interferenzen (001) bis (0010) und (010) bis (080) im 
Temperaturgebiet von 15° C bis 300° C gemessen. Dabei wurden 
auch Anomalien in der Extinktion festgestellt, welche iiber die 
Mosaikstruktur Aufschliisse geben. 


II. Experimenteller Teil. 
1. Die Kristalle. 


Fir die Messung des integralen Reflexionsvermégens eignen sich 
nur unverzwillingte, spannungsfreie Einkristalle. Diinne, klare, fast 
farblose Kristallplattchen, die nach unserer Methode*) aus einer 
Schmelze geziichtet wurden, standen zur Verfiigung. Die Betrach- 
tung im Polarisationsmikroskop zeigt, dass die tetragonale Achse 
einheitlich senkrecht zur Plattenebene steht. Diese Priifung geniigt 
aber nicht: Die Untersuchung der Reflexionskurven ergab, dass 
scheinbar unverzwillingte Plattchen oft aus einzelnen Kristalliten 
bestehen, die bis um 1° gegeneinander verdreht sind. Die Ande- 
rungen der Mosaikstruktur, die wihrend der Umwandlung von der 
kubischen in die tetragonale Phase (und umgekehrt) stattfinden, 
kénnen an solchen Kristallindividuen nicht quantitativ erfasst 
werden, da sie nicht reproduzierbar sind. Von etwa 10 optisch 
einwandfrei befundenen Kristallen eigneten sich zwei zum quanti- 
tativen Studium der Mosaikstruktur. Die Kristalle stammen aus 
verschiedenen Zuchten und unterscheiden sich in ihrer Reinheit. 
Tabelle 1 gibt einen Uberblick tiber einige Daten. 


Tabelle 1. 





Widerstand | dl nkte ‘ 
Flache zwischen pentane il Thermische 


‘ aufgedampften Temp. Temp. Hysteresis 
mm Ag-Elektroden steigend fallend °C 
bei 120° C + 0,05° C | + 0,05° C 





150 107 Q 117,80 116,55 1,25 
77 >10° Q 121,75 119,78 1,97 





























Eine Bearbeitung der Kristalle ist ausgeschlossen, da die geringste 
mechanische Beanspruchung zur Zwillingsbildung fiihren kann"). 
Kristall Nr. 1 zersprang im Laufe der Untersuchungen, bevor ein 
vollstandiger Satz von Messungen durchgefihrt war. Alle aufgefiihr- 
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ten Messungen, die sich auf die Mosaikstruktur beziehen, sind am 
Kristall 2 durchgefiihrt worden, sofern nichts anderes vermerkt ist. 
Die tibrigen Kristalle zeigten im wesentlichen dieselben charakteri- 
stischen Erscheinungen. Die Interferenzen, die unempfindlich sind 
gegen Anderungen der Mosaikstruktur, verhalten sich bei allen 
Kristallen quantitativ gleich. 


2. Das Spektrometer. 


Das von N&émet™) entwickelte Ionisationsspektrometer eignet 
sich vorziiglich zur Messung von Anderungen des integralen Re- 
flexionsvermégens. Es wurde fiir unsere Zwecke umgebaut. Die 
grundsatzliche Anordnung und Schaltung ist in Fig. 2 dargestellt: 
Die gefilterte Mo,-Strahlung passiert das Spaltsystem SS. Ein Teil 
des Primarstrahls wird durch den feststehenden Kalkspatkristall 











Fig. 2. 
Grundsatzliche Anordnung und Schaltung des Ionisationsspektrometers. 


K, in die Ionisationskammer I, abgezweigt. Der andere Teil fallt 
auf den zu untersuchenden Kristall K,, der mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit oszilliert. Der Oszillationswinkel ist kontinuierlich 
variierbar. Der von K, reflektierte Strahl fallt in die Ionisations- 
kammer J,. Die Ionisation ist hier im Zeitmittel proportional zum 
integralen Reflexionsvermégen und unabhangig von der Oszilla- 
tionsfrequenz. Die Elektrometerréhren sind ausgesuchte Exemplare 
FP 54 mit méglichst gleichen Eigenschaften. Sie bilden die Zweige 
einer Briickenschaltung und sind zusammen mit den Gitterableit- 
widerstiinden in evakuierten Behialtern an die Jonisationskammern 
angebaut. Die Verstimmung der Briicke wird durch ein Galvano- 
meter von besonders guter Nullpunktskonstanz angezeigt. Der 
Ausschlag ist genau proportional zur Anderung der Ionisation in 
einer der beiden Kammern, wie mit geeichten Filtern nachgepriift 





182 Werner Kanzig. 


wurde. Die Zeitkonstanten der beiden Elektrometer werden durch 
die verinderliche Kapazitat C einander angeglichen. Der Wert von 
20 sec ist gross gegeniiber der Oszillationszeit des Kristalls K,. 
Schwankungen der Primarintensitét und der Stromquellen wirken 
sich nicht aus, wenn die Briicke im Gleichgewicht ist. Der Null- 
punkt erweist sich nach einer Anlaufszeit von einigen Stunden als 
vollkommen stabil. Anderungen des integralen Reflexionsver- 
mégens von 0,5% kénnen selbst bei schwachen Reflexen noch fest- 
gestellt werden. Als Strahlungsquelle dient eine abgeschmolzene 
Strukturréhre mit Mo-Antikathode. Sie wird mit konstanter, ge- 
glitteter Gleichspannung betrieben. Die Heizung ist stabilisiert. 
Schwankungen der Hochspannung werden von Hand nachreguliert. 


3. Der Kristalltrager. 


Der Kristalltrager soll folgenden Forderungen geniigen: 

1. Die Interferenzen (001) (symmetrische Reflexion an der Ebene 
der Platte) und die Interferenzen (0k0) und (h00)*) (symmetrische 
Reflexion durch die Kristallplatte hindurch) miissen erzeugt werden 
kénnen, ohne dass Teile des Primarstrahls oder des abgebeugten 
Strahls auf den Kristalltrager fallen. 


Sennitt a-a 
Fig. 3. 
Konstruktion des Kristalltragers. 


2. Die Temperatur des Kristalls muss genau gemessen werden 
kénnen. 

3. Der Kristall darf mechanisch nicht geklemmt werden, er soll 
sich frei ausdehnen kénnen. 

4. Es sollen elektrische Felder angelegt werden kénnen. 


*) (040) und (400) sind vdllig gleichberechtigt, so dass wir im folgenden nur 
noch von (040) sprechen. 
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Die in Fig. 3 dargestellte Konstruktion erfiillt diese Forderungen 
weitgehend. Der Kristall K ist ein wenig grésser als das recht- 
eckige Fenster des Kristalltrigers aus Messing. Die versilberten 
Broncefedern F’, die auch als Spannungszufiihrungen dienen, halten 
den Kristall durch leichten Druck fest. Die Auflagepunkte sind 
so gewahlt, dass keine Biegemomente auftreten, welche zur Zwil- 
lingsbildung fiihren kénnten?*). Das Thermoelement ist unmittelbar 
neben dem Kristall in eine Bohrung des Kristalltragers eingelétet. 
Die ganze Einrichtung befindet sich in einem dickwandigen kupfer- 
nen Hohlzylinder mit schlitzformigen Al-Fenstern, der aussen eine 
Heizwicklung trigt. Die Thermospannung wird mit einem Kom- 
pensationsapparat gemessen. 

Der Querschnitt des Primarstrahls wird so gewahlt, dass er ganz 
vom Kristall aufgefangen wird. Vor der Ionisationskammer JI, ist 
ein System von gekreuzten Spalten angebracht, welches so justiert 
wird, dass nur die zu untersuchende Interferenz in die Kammer 
gelangt. 


4. Die Justierung. 


Am Umwandlungspunkt tritt eine sprunghafte Anderung der 
Gitterkonstanten auf §)>). Der Oszillationsbereich des Kristalls wird 
daher zum voraus so eingestellt, dass auch nach der Umwandlung 
die Reflexionslage innerhalb des Oszillationswinkels liegt. Die Ver- 
schiebung der Reflexionslage fialscht dann die Messung nicht, da 
der Kristall mit konstanter Winkelgeschwindigkeit oszilliert. Die 
Ionisationskammer J, wird so justiert, dass sie auch die verschobene 
Interferenz empfangen kann. 

Der Oszillationsbereich wird durch Aufnahme der Reflexions- 
kurve festgelegt: Der Kristall wird durch die Reflexionslage ge- 
dreht, und in jeder Winkelstellung wird die Intensitat des reflek- 
tierten Strahls gemessen. Die ,,Breite‘‘ der Reflexionskurven zeigt, 
dass die Mosaikblécke bei Zimmertemperatur nicht mehr als 2’ 
gegeneinander verdreht sind. 


5. Die Anomalie der Reflexionskurven. 


N&hert man sich dem Umwandlungspunkt, so verbreitert sich 
die Reflexionskurve zuerst langsam, dann immer schneller. In 
einem kleinen Temperaturintervall, das je nach Kristallindividuum 
0,1° bis 1°C breit ist, betragt die Breite der Reflexionskurve etwa 
35’, dann sinkt sie fast plétzlich wieder auf den urspriinglichen 
Wert. Figur 4 zeigt eine Folge von Reflexionskurven, die bei stei- 
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gender Temperatur aufgenommen wurden. Die bei einer festen 
Kristallstellung reflektierte Intensitat schwankt am Umwandlungs- 
punkte bei konstant gehaltener Temperatur auf und ab, als ob sich 
der Kristall in heftiger Wellenbewegung befande. Die reflektierten 


70°C 12407°C 


ie Pi 


k ro 4 
Fig. 4. 
Reflexionskurven (002) aufgenommen bei steigender Temperatur. Divergenz des 
Primarbiindels 5’. (Die Abstaénde zwischen den einzelnen Kurven sind willkiirlich; 
Strahlung: K,,-Dublett von Mo.) 


























Spektrallinien sind unscharf und verdoppelt (Fig. 5). Es tritt noch 
eine zweite Gitterkonstante auf. Der Kristall pendelt bereichsweise 
zwischen der polarisierten und der unpolarisierten Phase hin und 


121,50° C 121,72° C 121,75° C 122,01° C 122,50° C 
Fig. 5. 
K,-Dublett vom oszillierenden Kristall in der Ordnung (004) reflektiert. Auf- 
genommen bei steigender Temperatur. 
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her. Die Verbreiterung der Reflexionskurven ist aber bei den nied- 
rigen Ordnungen viel grésser, als den Schwankungen der Gitter- 
konstanten entsprechen wiirde. Das bedeutet, dass sich der Kristall 
voriibergehend in gegeneinander verdrehte Bereiche aufspaltet 
(Zwillingsbildung). 


6. Die Messung der Anderung des integralen Reflexionsvermégens mit 
der Temperatur. 


Zu Beginn der Messung wird die Intensitat, die in die Kompen- 
sationskammer fallt, durch einen Querspalt so eingestellt, dass die 
Briickenschaltung im Gleichgewicht ist (Galvanometer stromlos). 
Dann muss festgestellt werden, welcher prozentualen Anderung des 
integralen Reflexionsvermégens eine bestimmte Abweichung des 
Galvanometers von der Ruhelage entspricht. Bei den stirksten 
Interferenzen kann diese Eichung mit Al-Filtern bekannter Ab- 
sorption erfolgen. Bei den schwiacheren Reflexen muss die stérende 
Strahlung beriicksichtigt werden, die neben der Bragg’schen Inter- 
ferenz in die Messkammer fallt: 

1. Die temperaturunabhiangige inkoharente Streustrahlung; 

2. die diffuse thermische Streustrahlung ; 

3. reflektierte Strahlung aus dem kontinuierlichen Spektrum. 
Der Anteil 1 an der Ionisation kann mit geniigender Genauigkeit 
bestimmt werden, indem die [onisationskammer so verschoben 
wird, dass der Interferenzstrahl gerade nicht mehr hineingelangt. 
Der Anteil 2 ist in der Nahe der Reflexionslage am gréssten und 
kann daher nicht eliminiert werden. Der Fehler fallt aber nicht ins 
Gewicht, da die thermische Streustrahlung sehr schwach ist gegen- 
tiber der Bragg’schen Reflexion. Die Fehlerquelle 3 kann weit- 
gehend eliminiert werden, indem die Betriebsspannung der Rént- 
genréhre unter der doppelten Anregungsspannung der Mo-K-Serie 
gehalten wird. 

Kleine Anderungen des integralen Reflexionsvermégens werden 
aus der Abweichung des Galvanometers von der Nullage bestimmt. 
Bei grossen Anderungen wird die Briicke durch bekannte Al-Filter 
wieder annahernd ins Gleichgewicht gebracht. Dabei muss bertick- 
sichtigt werden, dass auch die Stérstrahlung durch die Filter ge- 
schwiacht wird. 

Es wird bei sehr langsam laufender Temperatur gemessen. Eine 
Korrektur infolge der endlichen Anzeigezeit des Elektrometers ist 
dann nicht anzubringen. In der Nahe des Umwandlungspunktes 
betrigt die zeitliche Temperaturanderung weniger als 1°C pro 
Stunde. 


13 
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7. Die Messergebnisse. 


Die Figuren 6, 7 und 8 zeigen die gemessene Abhangigkeit des 
integralen Reflexionsvermégens von der Temperatur. Der Wert 
bei Zimmertemperatur ist fiir alle Interferenzen willkiirlich gleich 
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Temperaturabhangigkeit des integralen Reflexionsvermégens fiir die Interferenzen 
(0k0). Der Wert bei Zimmertemperatur ist willkiirlich gleich 100 gesetzt. Der 
Abstand zweier Abszissen entspricht 49 = 100. 


100 gesetzt. In Fig. 6 und Fig. 7 ist aus Griinden der Ubersichtlich- 
keit nur die Messung bei sinkender Temperatur eingezeichnet. Sie 
unterscheidet sich von der Messung bei steigender Temperatur im 
wesentlichen nur dadurch, dass die Anomalie am Umwandlungs- 
punkt infolge der thermischen Hysteresis verschoben ist (Tab. 1). 
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Die auffallendsten Anomalien sind folgende: 

a) Alle Interferenzen mit Ausnahme der hohen Ordnungen (001) 
zeigen ein scharfes Maximum des integralen Reflexionsvermégens. 
Die Spitze fallt zusammen mit dem plétzlichen Abfall der Dielek- 
trizitétskonstanten’) und dem sprunghaften Anstieg der spontanen 
Polarisation. Die entsprechende Temperatur wird im folgenden als 
Umwandlungspunkt bezeichnet. 
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Fig. 7. 
Temperaturabhangigkeit des integralen Reflexionsvermégens fiir die Interferenzen 
(001) bis (006). Der Wert bei Zimmertemperatur ist willkiirlich gleich 100 gesetzt. 
Der Abstand zweier Abszissen entspricht 4g = 50. 





b) Die hohen Ordnungen (001) zeigen mit Ausnahme von (007) 
am Umwandlungspunkt eine plétzliche Anderung des integralen 
Reflexionsvermégens. 

c) Die ungeraden hohen Ordnungen (00/) zeigen etwa 10° C 
unterhalb des Sprungpunktes eine weitere Anomalie in Form eines 
gerundeten Buckels. 

Die Anomalien a) und b) zeigen thermische Hysteresis (vgl. 
Fig. 14). Beim Erwirmen des Kristalls machen sich ferner Nach- 
wirkungen der Umwandlung bei den niedrigsten Ordnungen be- 
merkbar, indem in der kubischen Phase die Kurven fiir steigende 
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Temperatur etwas tiber denjenigen fiir sinkende Temperatur liegen. 
Erst etwa 100° tiber dem Umwandlungspunkt fallen sie innerhalb 
der Messgenauigkeit zusammen. 


Um zu untersuchen, ob die plétzliche Anderung des integralen 
Reflexionsvermégens der hohen Ordnungen (001) den Charakter 
einer Diskontinuitét habe, wurde im Temperaturgebiet der Um- 
wandlung mit extrem langsam laufender Temperatur (bis 0,39 C 
pro Stunde) gemessen. Fig. 8a zeigt das Ergebnis fiir die Interferenz 









































160 Q ‘ 280 A 320°C 
Fig. 8. 
Temperaturabhangigkeit des integralen Reflexionsvermigens fiir die Interferenzen 
(007) bis (0010). Der Wert bei Zimmertemperatur ist willkiirlich gleich 100 gesetzt. 


Der Abstand zweier Abszissen entspricht 49 = 10. Die gestrichelte Kurve ent- 
spricht den Gitterénderungen nach Fig. 17 und Fig. 18. 


(008): Die Anderung ist nicht diskontinuierlich, sondern nur auf 
ein kleines Temperaturgebiet zusammengedringt. Die Spitzen des 
integralen Reflexionsvermégens sind noch andeutungsweise vor- 
handen. Auf die Spitzen folgt ein Minimum, das bei sinkender Tem- 
peratur sehr scharf und tief ist. 
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Fig. 8a. 

Verlauf des integralen Reflexionsvermégens fiir die Ordnung (008) im Temperatur- 

gebiet der Umwandlung. (Die Spitze des Minimums liegt bei sinkender Temperatur 

bei o< 68.) Der Wert bei Zimmertemperatur ist willkiirlich gleich 100 gesetzt. 
e steigende Temperatur e sinkende Temperatur 


Ill. Die Auswertung der Messungen. 


Die spitzenférmige Anomalie des integralen Reflexionsvermégens 
ist bei den niedrigen Ordnungen sehr hoch. Mit steigender Ordnungs- 
zahl nimmt sie ab (Fig. 6, 7). Es kann sich deshalb nur um eine mit 
laufender Temperatur (nicht zeitlich!) voriibergehende E'ztinktionsan- 
derung handeln. Die Interferenzen (001) werden von dieser weniger 
beeinflusst als die Interferenzen (0k0). Bei den hohen Ordnungen 
(001) macht sich deshalb die Extinktionsanomalie fast nicht mehr 
bemerkbar (Fig. 8). Die Anderungen im integralen Reflexionsver- 
mégen sind also hier vor allem durch Anderungen des Strukturfak- 
tors*) zu erkliren. Diese sind nicht gross, so dass sie bei den nied- 
rigen Ordnungen (001) und bei allen untersuchten Ordnungen (0k0) 
gegeniiber den Extinktionseffekten vernachlassigt werden kénnen. 

Es ist also méglich, die Anderung der Extinktion und die Ande- 
rungen des Strukturfaktors getrennt zu diskutieren. 


*) Unter dem Strukturfaktor verstehen wir im folgenden den fiir die thermische 
Bewegung korrigierten Strukturfaktor. 





Werner Kanzig. 
1. Die Anomalie der Extinktion. 


Die Anomalie der Extinktion am Umwandlungspunkt sei charak- 
terisiert durch das Verhialtnis des Spitzenwertes des integralen 
Reflexionsvermégens @ zum ungestérten Wert, der sich am besten 
von der kubischen Phase her fiir die Umwandlungstemperatur 
extrapolieren lisst. Dieses Verhialtnis soll ausfiihrlich diskutiert 
werden: 

Wir nehmen zuerst an, dass sich die BaTiO,-Kristalle verhalten 
wie reale Mosaikkristalle. Bei symmetrischer Reflexion an der Ober- 
flache einer unendlich dicken Platte gilt dann :*°) 


"a Q-Th(pq)/pq 
Oe 2(u+g-Q- Th(pg)/pq) (1) 





wobei 
Q=( oi )*. 23.N2. SORT? |F?| (2) 


mc? 2sin20 
p = Anzahl der Netzebenen, die ungestért aufeinanderfolgen. 


q = Reflexionsvermégen einer solchen Netzebene. 


Fiihrt man die Dicke d der ungestérten Schicht, d. h. der Mosaik- 
blécke ein, so wird: 
2 
pg? = 2Qd ae (8) 
Es bedeuten: 
N = Anzahl der Elementarzellen pro cm 
© = Bragg’scher Winkel. 
|F|? = Strukturfaktor (korrigiert fiir thermische Bewegung). 
“ = Linearer Absorptionskoeffizient des Kristalls. 
g = Darwin’scher Sekundarextinktionsfaktor. 
A = Wellenlange der einfallenden Strahlung. 


Hat die Platte eine endliche Dicke t, so ist zu (1) noch ein Korrektur- 
faktor « hinzuzufiigen: 


a. 
ities sin @ 


taeeninonied 


(4) 


Der Faktor Th (pq)/pq traigt der Tatsache Rechnung, dass nicht 
das ganze Volumen der Mosaikblécke am Beugungsvorgang teil- 
nimmt (primaire Extinktion). Der Darwin’sche g-Faktor beriick- 
sichtigt, dass der Primiérstrahl am Orte der tiefer liegenden Mosaik- 
blécke durch Reflexion an parallel dariiberliegenden Blécken an 
Intensitat eingebiisst hat (sekundire Extinktion). g hingt darum 
eng zusammen mit dem gegenseitigen Verdrehungswinkel o der 
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Mosaikblécke. Fiir eine Gauss’sche Winkelverteilung um eine Vor- 
zugslage gilt nach Orr*?): 


Voz = tar (5) 


g ist unabhangig von der Wellenlinge und von der Ordnungszahl. 


Bei symmetrischer Reflexion durch eine Kristallplatte der Dicke 
t hindurch gilt an Stelle von (1): 


Thipq) tame + 9QTH(D 4)! Da) 
=@- Pq “cos '° (6) 





Es soll nun versucht werden, die voriibergehende Anderung von 
eo durch Anderungen von g und p zu erklaren. 


1, Ansatz: Nur die sekundare Extinktion, d. h. der g-Faktor andere. 


Dieser Ansatz ist der nachstliegende, denn die Verbreiterung der 
Reflexionskurve weist darauf hin, dass die Verdrehung der Mosaik- 
blicke gegeneinander am Umwandlungspunkte voriibergehend zu- 
nimmt. Nach (5) nimmt dann g ab, und e nimmt nach (1) und 
(6) zu. 

Sei o, der Spitzenwert des integralen Reflexionsvermégens und 
0, der ungestérte Wert*). Fiir die Interferenzen (Ok0) gilt dann 
nach (6): 





QO Th(pq) t 
In & = (g,—g;)-Q- SPP. 5 


woraus folgt 
ne NA cos © rs = 
(2-91) = Q- Th(pq)/pq ™ Qs (7) 


(92 — 9) kann bestimmt werden: @,/0, wird den Messungen (Fig. 6) 
entnommen. Q lisst sich nach (2) mit geniigender Genauigkeit 
berechnen, indem die bekannten Atomlagen der kubischen 
Phase!) in den Strukturfaktor eingesetzt werden. Die Korrektur 
fiir die thermische Bewegung wird aus der Temperaturabhangigkeit 
der hohen Ordnungen (001) berechnet (siehe S. 201). Beniitzt man 
nun die Beziehung (8), so lasst sich (g,—g,) = 4g als Funktion 
der Dicke d der Mosaikblicke auftragen. Da g unabhangig von der 
Ordnung k ist, so schneiden sich die Kurven fiir die verschiedenen 
Ordnungen in einem Punkte, wenn der Ansatz 1 geniigt. Fig. 9 
zeigt, dass dies nicht der Fall ist. 


*) Sinngemass verwenden wir die Indizes 1 und 2 auch fiir g und spater fiir p. 
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Daraus darf aber noch nicht geschlossen werden, dass der An- 
satz 1 auch bei den Interferenzen (001) versagt. Die Extinktion 
braucht nicht isotrop zu sein, obwohl die Elementarzelle kubisch 
ist. Der plattenférmige Habitus des Kristalls weist schon darauf 
hin, dass die Mosaikblécke nicht wiirfelig sein kénnen. Der Ansatz 1 
soll darum auch an den Reflexionen (001) nach demselben Ver- 
fahren gepriift werden. Nach (1) gilt: 


Or _ M+9.QTh(pg)/ pg (8) 
G2 = M+ 9,0 Th(pq)/ Pg 





Die Korrektur fiir endliche Plattendicke kann vernachlissigt wer- 
den. g, lasst sich nach (5) aus der Breite der Reflexionskurve ab- 
schatzen. Die mittlere Verdrehung o der Mosaikblécke ist am Um- 
wandlungspunkt am gréssten (Fig. 4) und betragt hier etwa 20’, 


(ora, 50 (04 9;10~* G0) 003 
(020) 








da 


v qa qd 
O 4 8 12 6 20 % 28 32 ee eae a ae: SP 


Fig. 9. Fig. 10. 
(92-9) als Funktion von d, ber. nach (7). 92 (a) berechnet nach (9). 








was einem g-Wert von 49 entspricht. Q betragt bei der stirksten 
Interferenz (002) 77,2-10-* em-1. g,Q- Th (pq)/pq ist somit stets 
kleiner als 8,8 cm-1 und kann gegen yw, das sich aus den Atom- 
absorptionskoeffizienten zu 191 cm~-1 berechnet, vernachlassigt 
werden. Aus (8) wird somit: 


a _ _4+92.QTh(pq)/pq (9) 
2 Vad 





Setzt man hier die gemessenen Q,/99-Werte ein (Fig. 7), so lasst 
sich mit Hilfe von (3) g, als Funktion von d auftragen. Fig. 10 zeigt, 
dass sich kein g, und d finden lasst, das fir alle Ordnungen gilt. 
Der Ansatz 1 geniigt also auch bei den Interferenzen (001) nicht. 
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Es muss darum auch eine Anderung der primdren Extinktion an- 
genommen werden: 


2. Ansatz: Die primare wnd die sekundére Extinktion andern sich. 


Wie oben gezeigt wurde, gilt am Umwandlungspunkt g,Q <p, 
d. h. die sekundare Extinktion kann gegen die lineare Absorption 
vernachlissigt werden. Wir nehmen nun als Extremfall an, dass 
am Umwandlungspunkt auch die primare Extinktion praktisch 
verschwinde, d.h. dass pyq<1 und somit Th (p,q)/p,qa1. Fir 
die Interferenzen (0k0) gilt dann nach (6): 





01 _ 4, Th(Ps9) 0.1. Th P29) 
Co. om Po + 92° cos @ Po (10) 


gz asst sich auch hier als Funktion der Dicke d der Mosaikblicke 
darstellen. Fig. 11 beweist, dass auch der zweite Ansatz nicht 


In 


92-107 


16 











o-2 M6 om , 
Fig. 11. Fig. 12. 
92 (d) berechnet nach (10). 92 (d) berechnet nach (11). 


geniigt. Nimmt man an, dass am Umwandlungspunkt die primire 
Extinktion nicht. ganz verschwinde, so erhalt man alle Zwischen- 
stufen zwischen Ansatz 1 und Ansatz 2. Nie aber schneiden sich 
die Kurven g, (d) auch nur andeutungsweise in einem Punkt. Die 
diblichen Formeln fiir den realen Mosatkkristall versagen also bet den 
Interferenzen (0k0). 

Fiir die Interferenzen (001) gilt nach (1) fiir den Ansatz 2: 


1 1 U+92:Q-Th(p.q)/ P29 (11) 


“Q,  Th(p29)/ Pq BL 





Fig. 12 zeigt, dass hier annaéhernd ein gemeinsamer Schnittpunkt 
der Kurven g, (d) existiert bei d, = 3,6 u und g, < 10%. Ausserhalb 
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der Anomalie betragt also die mittlere Ausdehnung der ungestérten 
Gitterbezirke in der [001]-Richtung 3,6 u. Am Umwandlungspunkt 
verfeinert sich die Einteilung in ungestérte Bezirke voriibergehend 
so weit, dass die primaire Extinktion vernachlassigt werden kann, 
d. h. es wird p,q <1. Nach (8) kann damit eine obere Grenze fiir 
die Lineardimension d, in der [001]-Richtung dieser ,,feineren Mo- 
saikblécke‘‘ angegeben werden. Man erhalt d, < 10-5 cm. g, < 108 
bedeutet, dass sich die sekundare Extinktion auch ausserhalb der 
Anomalie nicht bemerkbar macht, indem g,-Q-Th (poq)/poq < vu. 
Fir die Anomalie der Reflexionen (001) gilt somit nach (11): 


; es Om 2 

O2 Th( p24) | Pod (1 ) 
Tabelle 2 zeigt, dass die mit d, = 3,6 mw berechneten 0,/0.-Werte 
mit den beobachteten Anomalien gut tibereinstimmen. Ausserhalb 


Tabelle 2. 
Vergleich der nach (12) berechneten 0,/0,-Werte mit den experimentellen Werten. 





(hkl) (001) | (002) | (003) | (004) | (005) | (006) | (007) | (008) | (009) | (0010) 





0,/0, ber. | 3,04] 3,96] 1,17] 1,35] 1,02] 1,05] 1,00] 1,01| 1,00! 1,00 
0,/0, exp. | 3,0 | 4,0 | 1,25| 1,35| 1,03] 1,04] 1,00| 1,00] 1,00] 1,00 









































der Anomalie ist also das integrale Reflexionsvermégen der Inter- 
ferenzen (001) gegeben durch: 


_ Q-Th(p.9)/ P24 
2h 
3. Ansatz: Umwandlung vom Idealkristall in den vollkommenen 
Mosaikkristall. 


Der Ansatz 2 beschreibt die Anomalie der Interferenzen (001) gut. 
Fir die Interferenzen (9k0) geniigt aber keine der Naherungen, 
die vom Mosaikkristall ausgehen. Wir werden zeigen, dass sich der 
Kristall fiir diese Interferenzen ausserhalb der Anomalie nahezu 
wie ein Idealkristall verhaélt und sich am Umwandlungspunkt vor- 
iibergehend dem vollkommenen Mosaikkristall naéhert. Die Rech- 
nung soll wieder fiir beide Interferenztypen (0k0) und (001), durch- 
gefiihrt werden. 

Es ist also das integrale Reflexionsvermégen des absorbierenden 
Idealkristalls zu vergleichen mit demjenigen des absorbierenden 
vollkommenen Mosaikkristalls: 

a) fiir symmetrische Reflexion durch die Platte hindurch (0k 0), 

b) fiir symmetrische Reflexion an der Plattenoberflache (00/). 


(18) 


2 
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Fir den vollkommenen Mosaikkristall gelten die Formeln (1) 
und (6) mit Th (pq)/pq = 1 und g = 0. 

Fir den Idealkristall ist der Fall b) zuerst gerechnet worden von 
Prins*?), WALLER rechnete den Fall a) durch fiir verschwindende 
lineare Absorption**). Er findet, dass das integrale Reflexionsver- 
mégen bei nicht zu kleiner Plattendicke im Falle a) halb so gross 
ist wie im Falle b). Als grobe Naherung diirfte dies auch noch fiir 
den absorbierenden Kristall gelten, solange die dynamische Ab- 
sorption (Extinktion) betrachtlich grésser ist als die lineare Ab- 
sorption. Dies ist erfiillt fiir alle Ordnungen (0k0) bis auf (070) und 
(090), die wir von unseren Betrachtungen ausschliessen. Die Kor- 
rektur fiir endliche Plattendicke ist belanglos fiir unsere Kristalle. 
Es ist also nur der Fall b) durchzurechnen fiir den Idealkristall. 
Durch Halbieren gelangt man dann zum Fall a). 


Zur Abschitzung des integralen Reflexionsvermégens des ab- 
sorbierenden Idealkristalls eignet sich die Darstellung der Prins’- 
schen Formel von JAmss®*): 


+00 iB 2 


1 = 
_ 2P6 F260) . de 
@=3m20° FO) oe " 











PYM ay 


1—6 = Realteil des Brechungsindex: 6x5 x -N- 2 f,(0) 
P = Polarisationsfaktor : 
P =1, wenn elektrischer Vektor senkrecht zur Einfallsebene. 
P = cos 20, wenn elektrischer Vektor parallel zur Einfallsebene. 
F = Strukturamplitude. 
B = 2 p/42 wo uw = linearer Absorptionskoeffizient. 


B und A lassen sich leicht berechnen fiir das zentrosymmetrische 
Gitter (kubische Phase) unter der Annahme, dass die lineare Ab- 
sorption durch annahernd punktférmige Atome (K-Schale) erfolge. 
Fiir Titan und Sauerstoff ist dies praktisch erfiillt, da die Wellenlinge 
der einfallenden Strahlung (0,71 A) bedeutend kleiner ist als die- 
jenige der K-Kanten (2,48 A und 28 A). Fiir Ba (Ag = 0,88 A) trifft 
dies nicht zu, was aber fiir eine rohe Abschitzung nicht schwer- 
wiegend ist. Es gilt dann: 


> i —MBa fpa(2®) © P 
A+iBez P. [e™™. (65, +4Bpu) 


_ Moy / fyy(2 , -) - | 
tet (Ey Ont ibn) +(e "26 Non) (yo éBo)} 
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Das obere Vorzeichen gilt fiir die geraden, das untere fiir die un- 
geraden Ordnungen. 
f; = Streufaktoren der Ionen (aus Int. Tab. zur Bestimmung von Kristallstruk- 
turen), korrigiert fiir die Dispersion der K-Elektronen nach H6n.*°). 
Annihernd gilt ferner fiir alle Atome: 
6; ek N 

7.40) = tame 0,354 - 10-” 
Debyefaktoren der einzelnen Ionen bestimmt nach S. 201. 
B,; = Beitrag der einzelnen Ionen zu B = A p/42. 





eMi — 


Die Integrale werden graphisch ausgewertet. 


Tabelle 3 enthalt das berechnete Verhaltnis der integralen Re- 
flexionsvermégen von Mosaikkristall und Idealkristall fiir den Fall 
a). Zum Vergleich ist die beobachtete Anomalie 9,/0.,,, aufgefiihrt. 
Die Ubereinstimmung ist befriedigend, ausgenommen bei der nied- 
rigsten Ordnung. Der Ansatz 3 beschreibt die Anomalie der Ex- 
tinktion bedeutend besser als die tibrigen Ansitze. Wie weit die 
verhaltnismassig grosse Diskrepanz bei der Ordnung (010) den Un- 
zulanglichkeiten der Naherung zuzuschreiben ist, kann nicht ab- 


geschatzt werden. 
Tabelle 3. 





(hkl) (010) | (020) | (030) | (040) | (050) | (060) (080) 





0,/o,ber. | 4,0 | 8,7 | 3,0] 50 | 22] 3,2 2,2 
o,/o,exp. | 7,1 | 10,5 | 4,2 | 5,5 | 2,2 | 3,0 2,0 



































Fiir den Fall b) (Interferenzen (007)) ist die beobachtete und die 
berechnete Anomalie in Tabelle 4 verglichen. Die theoretische Ab- 
nahme mit steigender Ordnungszahl erfolgt viel zu langsam. Die 
Naherung (12), die vom Mosaikkristall ausgeht, ist hier viel besser. 


Tabelle 4. 
(Akl) (001) | (002) | (003) | (004) | (005) | (006) | (007) | (008) | (009) | (0010) 








o,/o, ber. | 2,9 | 65 | 2,3 | 3,8 | 1,7 | 2,6 | 1,4 | 21 | 1,2 | 1,5 
0,/o, exp. | 3,0 | 4,0 | 1,25] 1,35] 1,03] 1,04] 1,00] 1,00| 1,00] 1,00 









































Zusammengefasst lautet das Ergebnis der Untersuchungen iiber 
die Anomalie der Extinktion: 

1. Das scharfe Maximum des integralen Reflexionsvermégens am 
Umwandlungspunkt ist durch eine mit laufender Temperatur (nicht 
zeitlich!) voriibergehende Abnahme der primdren Extinktion zu er- 
klaren. 
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2. Am Umwandlungspunkt verhalt sich der Kristall fiir alle 
Interferenzen wie ein vollkommener Mosaikkristall, indem die 
Extinktion praktisch verschwindet. 

3. Fiir die Interferenzen (001) verhalt sich der Kristall ausser- 
halb der Anomalie wie ein realer Mosaikkristall mit der mittleren 
Blockgrésse 3,6 uw, fiir die Interferenzen (0k0) annahernd wie ein 
Idealkristall. 

4. Aus den Figuren 6 und 7 kann man ferner noch entnehmen, 
dass in der kubischen (unpolarisierten) Phase und in der tetrago- 
nalen (polarisierten) Phase die Extinktion gleich ist. 

Die Erklarung dieser Extinktionsverhiltnisse erfolgt im nachsten 
Kapitel. 


2. Diskussion der Anomalien der Extinktion. 
Schwankungserscheinungen. 


a) Die Extinktionsverhdltnisse im Temperaturgebiet ausserhalb der 
Spitze des integralen Reflexionsvermdgens. 


Die Interferenzen (0k0) und (001) verhalten sich hier hinsichtlich 
der Extinktion verschieden: Bildlich gesprochen folgen die Netz- 
ebenen (0/0) in ungestérter Periodizitét aufeinander, so dass an- 
nahernd die Theorie des Idealkristalls (Prins’sche Formel) zustandig 
ist. Gestért ist aber die Abfolge der Netzebenen (001). Die Mosaik- 
blécke sind also plattenférmig. Die Dicke der Platten betragt im 
Mittel 3,6 u. Diese Schichtung des Kristalls hangt wahrscheinlich 
zusammen mit anisotropen Wachstumsbedingungen in der Schmelze 
(unverzwillingte Plittchen findet man meistens an der Oberflache), 
die im Verlaufe des Kristallisationsprozesses schwankten. Der 
plattchenférmige Habitus lasst sich nur auf diese Weise erklaren, 
da sich der Kristall in der kubischen Phase bildet. Auch die Bevor- 
zugung der Plattchennormalen als Polarisationsrichtung wird damit 
verstandlich. 

In der tetragonalen Phase bestehen die unverzwillingten Kristalle 
aus parallel und antiparallel polarisierten Bezirken®). Aus der Gleich- 
heit der Extinktion in der unpolarisierten und in der polarisierten 
Phase folgt, dass diese Bezirke identisch sind mit den oben disku- 
tierten ungestérten Gitterbereichen (Mosaikblécken). Wiirden diese 
namlich beim Eintreten der spontanen Polarisation noch weiter 
unterteilt in parallele und antiparallele Bezirke, so ware die Ex- 
tinktion in der polarisierten Phase kleiner als in der unpolarisierten 
Phase. Dies wird aber nicht beobachtet. Damit wird auch verstind- 
lich, dass die Extinktion in allen Punkten der dielektrischen Hy- 
steresiskurve gleich ist’). 
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b) Die voriibergehende Extinktionsinderung am Umwandlungspunkt. 


Am Umwandlungspunkt wird die Periodizitat des Gitters so stark 
gestért, dass die Extinktion verschwindet. Die Mosaikblécke werden 
scheinbar in kleinere Blicke aufgeteilt. Sie ,,heilen‘‘ aber wieder 
zusammen. Der Gitterzusammenhang ist also nicht zerstért worden. 
Es handelt sich somit nicht um ein Aufbrechen der urspriinglichen 
Kristallite, sondern um inhomogene Verzerrungen innerhalb der- 
selben. Solche Stérungen lassen sich durch Schwankungserschei- 
nungen erklaren, die in der Nahe des Umwandlungspunktes auf- 
treten. Auf Grund der phinomenologischen Theorie von Drvon- 
SHIRE?”) sind Schwankungen zu erwarten: 


Ts 130°C as 123,8 C 


7% 120,5°C 





T100°C 





Fig. 13. 
Freie Energie A als Funktion des Quadrates der Polarisation P, berechnet nach 
DrvonsHireE!”), Die Temperaturangaben entsprechen ungefabr dem Kristall Nr. 2. 


Wiz tragen die Freie Energie A eines bestimmten (kurzgeschlos- 
senen) Kristallvolumens auf als Funktion des Quadrates der Pola- 
risation P, Parameter sei die Temperatur T' (Fig. 18). Im Gleich- 
gewichtszustand ist die Freie Energie minimal. Bei hohen Tempe- 
raturen ist der Kristall also im unpolarisierten Zustand B. Bei 
T = T, sind die Freien Energien der Gleichgewichtszustinde fiir 
die unpolarisierte Phase (B) und fiir die polarisierte Phase (C) 
gleich gross. Zwischen dem polarisierten und dem unpolarisierten 
Zustand liegt aber noch ein relatives Maximum D, welches erst bei 
der tieferen Temperatur JT, verschwindet. Wenn es keine Schwan- 
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kungen gabe, so wiirde bei sinkender Temperatur der unpolarisierte 
Kristall erst bei Ty in den polarisierten Zustand E iibergehen. Um- 
gekehrt wiirde sich bei steigender Temperatur der polarisierte 
Kristall erst bei der Temperatur T, entpolarisieren (horizontale 
Wendetangente in F’). Die thermische Hysteresis ware also T, — Ty. 
Setzen wir die numerischen Daten ein, die DEVONSHIRE verwendet, 
so entspricht dies emem Temperaturintervall von etwa 13°C. Am 
Kristall Nr.1 wurde aber eine thermische Hysteresis von nur 
1,25° C und am Kristall Nr. 2 eine soleche von 1,97° C beobachtet. 
Die Umwandlung findet somit in unmittelbarer Nahe der Tempe- 
ratur T', statt. Es miissen also Schwankungen angenommen werden, 
welche die Uberwindung des relativen Maximums D erméglichen. 
Diese Schwankungen bestehen in einem Hin- und Herpendeln kleiner 
Volumelemente zwischen der polarisierten und der unpolarisierten 
Phase. Infolge des Piezoeffektes treten erhebliche Schwankungen 
der Gitterkonstanten auf. Auch voriibergehende Zwillingsbildung 
ist méglich. Dies erklart die Abnahme der Extinktion, die Verbrei- 
terung der Reflexionskurve und die Veranderungen des reflek- 
tierten Bindels. 


Die Verdoppelung des reflektierten K,,-Dubletts weist darauf hin, 
dass die Volumelemente zwischen zwei scharf definierten Zu- 
stainden (B und C) hin- und herspringen, ohne in Zwischenzustinden 
zu verweilen. Eine obere Grenze fiir die Lineardimensionen dieser 
Gebiete ist zu 10-5 cm abgeschatzt worden (S. 194). Aus der Ver- 
breiterung der reflektierten Spektrallinien kann auf eine untere 
Grenze von etwa 10-* cm geschlossen werden. 


Die einzelne Umwandlung eines solchen Volumelementes von der 
unpolarisierten in die polarisierte Phase ist diskontinuierlich. (Wir 
sprechen daher im folgenden von einem ,,sprunghaften Teil der 
Phasenumwandlung im Gegensatz zu den kontinuierlichen Ande- 
rungen, die in der tetragonalen Phase noch stattfinden.) Fiir den 
Makrokristall ist aber der Polarisationsverlauf nicht von der Form 
einer scharfen Stufe, da die Umwandlung der einzelnen Volumele- 
mente hin- und hergeht und nicht gleichzeitig erfolgt. 


Bei den hohen Ordnungen (001) sind die Anderungen des inte- 
gralen Reflexionsvermégens in der Hauptsache durch den Struktur- 
faktor bedingt. Wihrend der Umwandlung misst man einen Mittel- 
wert iiber polarisierte und unpolarisierte Volumelemente, so dass 
die Anderung der reflektierten Intensitat nicht diskontinuierlich ist 
(Fig. 8a). Als Ursache des scharfen Minimums nach der Spitze wird 
folgendes vermutet: Die Netzebenen werden in einem kleinen Tem- 
peraturbereich durch die Schwankungen so stark aufgerauht (ahn- 
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lich wie durch die Temperaturbewegung), dass das Reflexions- 
vermiégen abnimmt. Dass dieser Effekt bei steigender Temperatur 
viel weniger ausgepragt ist als bei sinkender Temperatur, kénnte 
vielleicht damit erklart werden, dass die Zustande B und C (Fig. 18) 
nicht symmetrisch liegen beziiglich D. 


: L974 



































y ' ' i \ 
110 5 120 125 130°C 


Fig. 14. 
Thermische Hysteresis der Umwandlung. Links: Kristall mit kleiner Leitfahigkeit. 
Rechts: Kristall mit grosser Leitfahigkeit. 


Fig. 14 zeigt, dass der Kristall mit der griésseren Leitfahigkeit die 
kleinere thermische Hysteresis aufweist. Dieser Effekt lasst sich 
auf zwei Arten deuten: 
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1. Die Schwankungen der Polarisation im Innern des Kristalls 
sind mit dem Auftreten von Raumladungen verkniipft, welche den 
Schwankungen entgegenwirken. Im leitenden Kristall ist wahr- 
scheinlich der Ausgieich der Raumladungen bereits merklich. Die 
Schwankungen werden dadurch weniger gehemmt, und die Um- 
wandlung findet naher bei der Temperatur T, statt*). 

2. Die Fehlstellen, welche die hohe Leitfaihigkeit hervorrufen, 
wirken bei der Umwandlung als ,,Keime* und begiinstigen dieselbe. 

Die kleinere Anomalie 9,/0, weist ferner darauf hin, dass der 
besser leitende Kristall aus kleineren Mosaikblécken besteht. 


3. Die Temperaturabhangigkeit des integralen Reflexionsvermégens 
in der kubischen Phase. 


Die Abnahme des integralen Reflexionsvermégens mit steigender 
Temperatur verlauft in der kubischen Phase T’ > 120° C ohne Ano- 
malie. Es wird daher versucht, mit der bekannten Debye-Waller’- 
schen Theorie den Temperaturfaktor und die mittleren thermischen 
Verschiebungsquadrate zu berechnen. 


a) Interferenzen (001). 


Das integrale Reflexionsvermégen o@ ausserhalb der Extinktions- 
anomalie ist fiir die Interferenzen (00/) darstellbar durch: 


_ Q-Th(pq)/ pq 

eo 7 

Der Extinktionsfaktor Th (pq)/pq nimmt zu, wenn Q abnimmt 
(vgl. (3) 8.190). Die Abnahme von g ist darum stets kleiner als 
diejenige von Q. Fiir | > 5 hat sich aber Th (pq)/pq dem oberen 
Grenzwert 1 schon so weit genahert, dass die Temperaturabhangig- 
keit von o gleich derjenigen von Q ist. Diese lasst sich fiir ein ein- 
atomiges kubisches Gitter darstellen durch den Faktor e~?’, wobei*®) 


(siehe Seite 194) (13) 


472 é 
2M ==S (nt+k+l).[pT+ 74+ a+ (14) 


- 3 h? h? h? ©? 
lm mkp O? ’ it 12mkp’ ~ ~~ 7200 mkp (38) 
a = Gitterkonstante, m = Masse der Atome, kz = Boltzmannkonstante, 0: um 
wenige % grésser als die Charakteristische Temperatur in der Debye’schen Theorie 
der spezifischen Warme. Die Entwicklung gilt fiir 7 > 0/2 2. 


*) Die entsprechende Erscheinung am Makrokristall ist unter dem Namen 
»,Luftspalteffekt‘‘ bekannt: Ein kurzgeschlossener seignetteelektrischer Kristall 
lasst sich am Umwandlungspunkt sehr leicht deformieren, der isolierte Kristall 
hingegen bleibt hart (vgl. etwa *4). 


14 
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Aus (14) folgt fiir zwei verschiedene Temperaturen T, > T,: 


InQ,/Q, _ 2(¢M,-M,) _ 42° 
W+k+2  h?+k+R a 


tare) oa) 09 





Fiir ein Gitter mit Basis sind die Streufaktoren f; der einzelnen 
Ionen mit individuellen Temperaturfaktoren e~™‘ zu multiplizieren. 
Die M-Werte der einzelnen Gitterbausteine sind aber selbst bei 
erheblichen Massenunterschieden nicht stark verschieden, wie die 
Erfahrung zeigt*>), so dass fiir die Temperaturabhiangigkeit der 
Q-Werte annéhernd eine Entwicklung der Form (14) gilt. Fiir Inter- 
ferenzen mit verschiedenartig zusammengesetzter Strukturampli- 
tude sind nun aber die £-Werte verschieden. Die Glieder mit y und 6 
sind nur kleine Korrekturen, so dass keine Unterscheidung not- 
wendig ist. Bei BaTiO, sind fiir die geraden und ungeraden Ord- 
nungen (00/1) verschiedene B-Werte zu erwarten. 


Tabelle 5. 


; ; In Q,/Q; . 
Experimentell bestimmte Werte von PeR+E 10 


fiir T, = 584,5° K und T, = 403,0° K. 





Mittelwert 


(Akl) (005) | (006) | (007) | (008) | (009) | (0010) I gerade | J ungerade 





In Q,/Q; 3 
Pek+p 1° 6,78 | 7,14 | 6,92 | 7,32 | 6,75 | 7,18 7,2 6,8 



































Die rechte Seite der Gleichung (16) ist unabhangig von der 
Ordnung (hkl). Wenn die Debye-Waller’sche Theorie anwendbar 
sein soll, dann miissen die experimentell bestimmten Werte von 


In o / (h? +k? +1?) unabhangig von (hkl) sein. Tabelle 5 zeigt, dass 
dies fiir die geraden Ordnungen (001) unter sich und fir die unge- 


raden Ordnungen (00/) unter sich gut erfiillt ist. Die Berechnung 
der Koeffizienten £, y und 6 ist also sinnvoll: 


Eine erste Naherung fiir 8 gewinnt man aus (16), indem man die 
Glieder mit y und 6 vernachlassigt. Aus (15) ergibt sich dann ein 
roher @-Wert, indem fiir. m die mittlere Masse der Atome ein- 
gesetzt wird. Man erhilt O ~ 480° K. Die Entwicklung (14) ist 
damit im betrachteten Temperaturbereich gerechtfertigt. y und 6 
werden aus (15) abgeschiatzt, indem ebenfalls die mittlere Atom- 
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masse eingesetzt wird. Man erhalt y ~ 0,086-10-1* cm? grad, 6 =~ 
— 1,4-10-™ cm?grad*. Mit diesen Werten bekommt man aus (16) 
die genaueren £-Werte: 


lL gerade £, = 1,64-10-1 cm?grad-1, 
lungerade £, = 1,55-10-?! cmgrad-}. 


Damit lasst sich der Temperatureinfluss fiir alle Ordnungen (001) 
berechnen. 


Aus den beiden verschiedenen £-Werten lassen sich naherungs- 
weise individuelle Temperaturkorrekturen fiir die Streufaktoren der 
einzelnen Ionen herleiten: 


Die Interferenzen (001) werden nur durch die Komponenten der 
thermischen Schwingungen in der [001]-Richtung geschwicht. Bei 
der Betrachtung der Schwingungen in der [001]-Richtung sind vier 
Ionensorten zu unterscheiden (vgl. Fig. 1): Ti, Ba, O; und Oy. 
Die beiden f-Werte erlauben aber nur die Berechnung von zwei 
individuellen Temperaturkorrekturen e~”. Fiir Ba und Ti lassen 
sich diese berechnen, wenn iiber die Schwingungen des verhiltnis- 
miassig schwach streuenden Sauerstoffes geeignete Annahmen ge- 
macht werden: 


Vereinfachend teilen wir den Kristall ein in zwei Sorten von 
schwingenden Ketten parallel der [001]-Richtung: 
1. Kette: Ti — 0, — Ti— O, —... 
2. Kette: Ba — $ O,, — Ba—40O,—... vel. Fig. 1. 


Erfahrungsgemiss unterscheiden sich die individuellen Temperatur- 
faktoren der verschiedenen Glieder einer solchen Kette selbst bei 
erheblichen Massenunterschieden nicht sehr stark*). Wir setzen 
daher My, = Mo, und My, = Mo, Da Sauerstoff wesentlich 
schwicher streut als Ti und Ba, so hat diese Gleichsetzung keinen 
entscheidenden Einfluss auf das Endergebnis. Damit erhalten wir 
folgende Strukturamplituden: 


l gerade: 


P, = (frit fo.) @ "+ (fna + 2fo,)¢ B= Ae “4+ Be “B (17) 


| ungerade: 


F,= (fri—fo,) rn... é— 2 for) e MBs wt s "Hb eo MBs 
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M,, und My, sind nicht sehr verschieden, so dass My; = Mg, (1+¢) 
mit ¢ <1. Damit wird: 


F,=(A+B) e. (1+=45-e)Mpa 


ee. Aimer 
und F,2(C—D)e (13 a )tBa (18) 


Die Streufaktoren f und die M-Werte denken wir uns im folgenden 
fiir einen ganz bestimmten Streuwinkel 2 O eingesetzt. Die Expo- 
nenten in (18) sind den experimentell bestimmten M-Werten fiir 
gerade und ungerade Ordnungen gleichzusetzen. Die beiden Unbe- 
kanuten ¢ und M,, (und damit auch M,,;) kénnen also berechnet 
werden. M,, und Mg, hangen mit den mittleren Verschiebungs- 
quadraten y? der Schwingungen in der [001]-Richtung zusammen 
durch: 

“f= pm. *) (19) 


2 2? 
a2 seal 


Die numerische Durchrechnung ergibt: 





120° C**) 311,5° C 








V 4, 0,084 A 0,101 A 
Vu 0,081 A 0,098 A 
Ba 

















Die Amplitude des Ti-Ions ist nur wenig grésser als diejenige des 
schwereren Ba-Ions. Es ist also anzunehmen, dass das Ti-Ion wm 
Oktaeder keine besonders grosse Verschiebbarkeit besitzt, sondern im 
Gegenteil sehr fest gebunden ist. Die frither viel diskutierte Hypo- 
these des ,,rattling atom“ ist also nicht zutreffend. 


Wenn man sich mit sinkender Temperatur dem Umwandlungs- 
punkt néhert, so lasst sich keine Anomalie in den Amplituden fest- 
stellen, bevor die Umwandlung eintritt. Die zwnehmende Neigung 
des Gitiers zur Selbstpolarisation beeinflusst die thermischen Schwin- 
gungen nicht merklich. 


*) Das mittlere Amplitudenquadrat ist doppelt so gross wie das mittlere Ver- 
schiebungsquadrat. 


**) Knapp oberhalb der Un‘wandlungstemperatur. 
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b) Interferenzen (0k0). 


Infolge der kubischen Symmetrie gelten die Strukturamplituden 
(17) auch fiir die Interferenzen (0k0). Eines der beiden O,,-Ionen 
wird einfach zu einem O,-Ion und umgekehrt. Die Temperatur- 
abhangigkeit des integralen Reflexionsvermégens ist aber durch 
die dynamische Theorie gegeben, im Grenzfall verschwindender 
Absorption durch e~™™ statt durch e~?”, Fiir den absorbierenden 
Idealkristall liegt der Temperaturfaktor fiir das integrale Reflexions- 
vermégen zwischen diesen Extremwerten und muss mit der Prins’- 
schen Formel berechnet werden. Die Rechnung wurde fiir die Inter- 
ferenz (080) durchgefiihrt, indem die oben bestimmten Werte fiir 
M,, und My, zugrunde gelegt wurden. Fiir das Verhialtnis der 
integralen Reflexionsvermégen bei 120,0° C und 311,5° C ergibt 
sich der theoretische Wert 1,39. Experimentell wurde 1,36 ge- 
funden*). Die gute Ubereinstimmung bestiitigt, dass fiir die Inter- 
ferenzen (0k0) die dynamische Theorie gilt. Die Theorie des Mosaik- 
kristalls ergibe den stark abweichenden Wert 1,59. 


4. Die Anderungen des Strukturfaktors beim Eintreten der spontanen 


Polarisation und in der tetragonalen Phase. 


Die héheren Ordnungen (001) werden von den anomalen Extink- 
tionseffekten fast nicht mehr beeinflusst. Die beobachteten Ande- 
rungen des integralen Reflexionsvermégens (Fig. 8) sind darum 
proportional zur Anderung von Q**). Diese setzt sich im wesent- 
lichen aus drei Anteilen zusammen: 

* , 1+cos?20 . 

1. Anderung des Winkelfaktors o = —jy@— infolge der Aus- 
dehnung des Gitters in der [001]-Richtung beim Eintreten der spon- 
tanen Polarisation: Dieser Anteil kann berechnet werden aus der 
bekannten Anderung der Gitterkonstanten®). Ao/o ist fiir die be- 
trachteten Interferenzen durchwegs kleiner als 2%. 


2. Anderung der Anzahl N der Elementarzellen pro cm*: Das 
Volumen der Elementarzelle andert sich bei der Umwandlung so 
wenig), dass hierfiir keine Korrektur notwendig ist. 


*) Der ungestérte Wert des integralen Reflexionsvermégens bei 120,0° C wird 
von der kubischen Phase her extrapoliert (Fig. 6). 
**) Von der Anomalie im schmalen Ubergangsgebiet zwischen den beiden 
Phasen sehen wir hier ab (Fig. 8a) und behandeln die Anderungen am Umwand- 
lungspunkt als sprunghaft. 
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8. Anderung des Strukturfaktors |F|?: Dieser Anteil ist am wich- 
tigsten. Er kann zerlegt werden in: 

a) Anderung der Streufaktoren f der Ionen; 

b) Anderung der Lage der Ionen; 

c) Anderung der Temperaturfaktoren e~™. 


Da die Umwandlung rein piezoelektrisch-dielektrischer Natur ist®), 
so sind keine tiefgreifenden Anderungen der chemischen Bindung 
zu erwarten. Die Streufaktoren der Ionen werden darum als kon- 
stant angenommen. Es werden die Werte der Internationalen 
Tabellen zur Bestimmung von Kristallstrukturen verwendet. Die 
Korrekturen, die infolge der Dispersion der K-Elektronen anzu- 
bringen sind, betragen nach Hénu*): fiir Ti*+:4f = 0,26 + 7-0,41, 
fiir Ba?+: Af = 1,29, fiir O?-: Af = 0. 

Die hohen Ordnungen reagieren besonders empfindlich auf b) und 
auf c). Es soll versucht werden, die beobachteten Anderungen von 
|F|? zu zerlegen in die Anteile b und c, um daraus die Anderungen 
der thermischen Amplituden und der Atomkoordinaten zu gewin- 
nen. Eine solche Zerlegung ist im allgemeinen ohne Willkiir nicht 
méglich. BaTiO, stellt jedoch einen besonders giinstigen Fall dar, 
indem die Zahl der in Frage kommenden Freiheitsgrade fiir die 
Koordinatenaénderungen sehr beschriankt ist. 

Alle Anderungen von |F'|? werden im folgenden auf den bekannten 
Wert fiir die kubische Phase bei 120° C bezogen. Das Gitter hat 
hier die Raumgruppensymmetrie O//Pm 38m mit folgender Beset- 
zung der Punktlagen: 

Ti in (0, 0, 0) 
Ba in (3, 3, 3) 
O, in (0,0,4), Ox in (0,4,0) und (4, 0, 0) 


Die Unterscheidung von O; und O,, ist zunachst willkiirlich und er- 
folgt darum, weil wir nur die thermischen Schwingungen in der 
[001]-Richtung betrachten und diese Richtung spiter als Polarisa- 
tionsrichtung auszeichnen. 

Tritt die spontane Polarisation ein, so sind nur Parameterinde- 
rungen in der(001]-Richtung zu erwarten. Welche Ionen werden sich 
verschieben? Einen Anhaltspunkt dariiber geben die Berechnun- 
gen des Lorentz’schen inneren Feldes, welche zeigen, dass dieses im 
polarisierten Kristall am Orte der O;- und der Ti-Ionen ausserge- 
wohnlich hohe Werte annimmt in der Polarisationsrichtung”®)?°) 21), 
Es ist also eine Verschiebung dieser Ionen zu erwarten, und 
zwar in entgegengesetzter Richtung, entsprechend dem Vorzeichen 
der Ladung. Die gittertheoretischen Berechnungen von Drvon- 
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SHIRE’) ergeben zudem eine grosse Verschiebbarkeit der O,-Ionen 
in der [001}-Richtung. 
Die Basis des tetragonalen, polarisierten Kristalls schreiben wir 

in der Form: 

Ti in (0, 0, 2q3) 

Ba in (4, 4, $) unverandert 

O,; in (0, 0, 4 — Z) 

Oj;, in (0, 4, 0) und (4, 0, 0) unverandert. 


Die Raumgruppensymmetrie dieser Anordnung ist C},/P 4 mm. 
Mit den Parametern z werden sich aber auch die mittleren ther- 

mischen Verschiebungsquadrate uy? indern. Vereinfachend nehmen 

wir wieder fiir die Schwingungen in der [001]-Richtung an, dass 


My, = Mo, und Mg, = Mo,,,d.h. nach (19) ui, = uG, und ub, = ud, 


| F Paormert 
0019 


| F Fnormiert 


100 





(009) 














0 0) 0) 0) 6s ee) ean 0.01 02 03 .06 .0S .06 .07 .0B2 
Fig. 15. 
Abhangigkeit des Strukturfaktors |F|? von den Ionenverschiebungen zg = n-2q; 
fiir die Interferenzen (009) und (0010). Fiir unverschobene Ionen ist |¥'|? zu hundert 
normiert. Die gestrichelte Kurve wird im kontinuierlichen Teil der Phasenumwand- 
lung durchlaufen. 





2n 


(vgl. S. 203). Die Abweichungen von den bekannten Werten fiir die 
kubische Phase bei 120°C (siehe 8. 204) seien mit 4u?, und Aug, 
bezeichnet. Das Verfahren zur gleichzeitigen Bestimmung der 4 
Unbekannten 2q;, 29, U3, und uZ, sei im folgenden beschrieben: 
Nehmen wir an, die Verschiebung des O;-Ions sei n-mal grésser 
als diejenige des Ti-Ions, d.h. 29 = m2q;. Wir tragen nun |F|? auf 
als Funktion von 2, fiir verschiedene n-Werte, indem die be- 
kannten Temperaturfaktoren fiir die kubische Phase zugrunde ge- 
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legt werden. Fiir jede Ordnung (001) erhalt man so eine Kurven- 
schar. Diese Scharen (n-Scharen) sind sehr verschieden fiir gerade 
und ungerade Ordnungen, wie Fig. 15 am Beispiel (009) und (0010) 
zeigt. Im Verlaufe des Polarisationsprozesses durchlauft |F|? eine 
bestimmte Bahn in der Ebene dieser Scharen. Gleichzeitig andern 
sich aber die thermischen Schwingungen. Es ist noch eine Korrek- 
tur A|F|? anzubringen. Fiir eine vorgegebene Anderung der mitt- 
leren Verschiebungsquadrate lasst sie sich nach (19) berechnen. 
AlFP% 

AlF |?% ‘inal 
| 609 
10 
0 
-10 


-20 


-30. 








i a. 
0 10 20 30 40 $0+10%cm? @ 10 20 30 40 $0:10%cm? 
Fig. 16. 
Korrektur infolge der Abnahme der mittleren thermischen Verschiebungsquadrate 
A ui aw J: ‘Au3,, berechnet fiir (009) und (0010) mit z, = 0,09 A und Zqy = 0,03 A. 








Sei Auz, = ’-Aud,. Tragt man die Korrektur A|F|? als Funktion 
von Au2, auf, so erhalt man fiir jede Ordnung eine Kurvenschar 
mit dem Parameter J’. Auch diese J-Scharen sind verschieden fiir 
gerade und ungerade Ordnungen (Fig. 16). Leider ist diese Korrek- 
tur 4|F|? nicht nur von 4y?, sondern auch noch vom augenblicklichen 
Stande der Verschiebungen z abhingig. Die I’-Scharen sind also fiir 
verschiedene z-Werte zu berechnen (Fig. 16 ist z. B. fiir 29 = 0,09 A 
und 27; = 0,03 A berechnet). Im Verlaufe der Umwandlung durch- 
lauft A|F|? in der Schar der J-Scharen eine bestimmte Punktfolge. 
Ist diese fiir eine bestimmte Ordnung festgelegt, so kann sie in die 
Scharen fiir alle iibrigen Ordnungen iibertragen werden (homologe 
Punktfolgen). Dasselbe gilt fiir eine Kurve in der Ebene der n- 
Scharen (homologe Kurven). 

Eine Lisung des Problems ist gefunden, wenn in den n-Scharen 
homologe Kurven und in den Scharen der J’-Scharen homologe 
Punktfolgen angegeben werden kénnen, welche die beobachteten 
Anderungen des Strukturfaktors fiir alle Ordnungen wiedergeben. 
Von einer verniinftigen Liésung fordern wir ferner, dass sich die 
z- und die u?-Werte im Verlaufe des Polarisationsprozesses stets 
in demselben Sinne andern sollen. 
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Ks konnte eine einzige Lésung gefunden werden, welche die be- 
obachteten charakteristischen Anderungen des Strukturfaktors 
einigermassen befriedigend wiedergibt. Das Ergebnis ist dargestellt 
in den Fig. 17 und 18. Fig. 8 enthalt nebst dem gemessenen Verlauf 
des integralen Reflexionsvermégens noch den Verlauf, welcher der 
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20 40 100 120 140°C 
Fig. 17. 
Verschiebung der Ti-Ionen und der O,-Ionen als Funktion der Temperatur. 
(Abweichung von den Gleichgewichtslegen der kubischen Phase in A-Einheiten.) 


Vier 


oe 








120 5 0 260°C 
Fig. 18. vad 
Temperaturabhangigkeit der mittleren thermischen Verschiebungen //u? in der 
[001]-Richtung. 


Lisung entsprechen wiirde (gestrichelte Kurven). Eine gute quan- 
titative Ubereinstimmung konnte wegen den vereinfachenden An- 
nahmen nicht erwartet werden. Es scheint aber, dass die wesent- 
lichen Verainderungen im Kristallgitter von den Ansatzen erfasst 
worden sind: 

1. Bewm Evntreten der spontanen Polarisation springen das Ti-Ion 
und das O,-Ion einander entgegen. bzw. voneinander weg. Die Ver- 
schiebung des O,-Ions ist grésser als diejenige des Ti-Ions. Dies be- 
stiitigt die theoretischen Uberlegungen von Devonsuire””) und 
JAYNES*), 
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2. Die thermische Amplitude des Ti-Ions nummt bewm Abkiihlen 
am Umwandlungspunkt sprunghaft ab in der [001]-Richtung. 

3. Auf die sprunghaften Anderungen folgen mit sinkender Tem- 
peratur stetige Anderungen im gleichen Sinne. 

4. Die thermischen Schwingungen des Ba-Ions werden durch die 
spontane Polarisation fast nicht beeinflusst. 





























Fig. 19. 
Schnitt durch den Kristall parallel zur (010)-Ebene. Die Kreisradien entsprechen 
maBstablich den Goldschmidt’schen Ionenradien fiir Ti+ und O2-. Links: kubische 
Phase 7 = 120° C. Rechts: tetragonale Phase 7' = 15°C. 


Fig. 19 vermittelt ee Anschauung von der Grésse der Ionen- 
verschiebungen. Die Abstande in der Ti-O,-Kette sind ziemlich stark 
veraindert gegenitiber der kubischen Phase. Das elastische Verhalten 
andert sich damit auch, wie die Abnahme der thermischen Ampli- 
tuden zeigt. 


Dieser Effekt kann aber nicht diskutiert werden auf Grund der 
alleinigen Kenntnis der mittleren thermischen Verschiebungen. 
Dass diese beim Ubergang in die tetragonale Phase abnehmen, 
kénnte vielleicht folgendermassen gedeutet werden: Durch die 
Ionenverschiebungen (Fig. 17) ist der Kristall sehr stark piezo- 
elektrisch geworden. Zu jeder elastischen Welle gehért also eine 
periodische Raumladungsverteilung. Diese Raumladungen wirken 
infolge des inversen Piezoeffektes der Deformation entgegen. Der 
Kristall ware demnach ,,harter‘‘ in der piezoelektrischen (tetra- 
gonalen) Phase. Theoretische Betrachtungen iiber die , Gitter- 
schwingungen piezoelvktrischer Kristalle sind von Huane*®) an- 
gestellt worden. Genauere experimentelle Aufschliisse gabe die 
Untersuchung der diffusen Réntgeninterferenzen. 
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Auch senkrecht zur Polarisationsrichtung werden sich die ther- 
mischen Amplituden andern. Aus unseren Messungen lésst sich aber 
dariiber nichts entnehmen, da selbst die héchsten Ordnungen (0k0) 
durch die Anomalie der Extinktion noch stark gestért werden. 


5. Diskussion des Lorentz’schen inneren Feldes. 
a) Das Modell der Punktdipole. 


Da die Kristallstruktur von BaTiO, sehr einfach ist, haben ver- 
schiedene Autoren versucht, das Lorentz’sche innere Feld am Orte 
der verschiedenen Jonen zu berechnen?®)?°)?1), Die einzelnen Ionen 
im polarisierten Kristall werden dabei als Punktdipole behandelt. 
Wie schon Starter?!) in seiner Arbeit bemerkte, erméglicht die 
Kenntnis der Ionenverschiebungen die numerische Berechnung des 
inneren Feldes und die Bestimmung der Ladungen der verschobe- 
nen Ionen. 

Das Lorentz’sche innere Feld ist aus Symmetriegriinden parallel 
oder antiparallel zur Polarisationsrichtung [001], so dass es als 
Skalar behandelt werden kann. F’; sei der Wert am Orte der Ionen 14. 
P; sei der Beitrag der Ionen 2 zur Polarisation. Das innere Feld 
lasst sich dann durch folgendes lineares Gleichungssystem darstellen: 


Fy =H+4a G Put 5 Pot (1+ 3) Foyt (-a+3) Po | 


BB aa| Bat Patt d) Bat (P+ 3) Fn 
Bu, B+4n|(0+4) Bu (-P+4) eet Put (P+ 3) Po 


Iyy=E+4n $+ 3) Py + (F +3) Poa 


+ (F +) Po, + (—p+ 5) Pou (20) 
Po,, ist der Anteil eines der beiden Oy,-Ionen an der Polarisation. 
p und q hangen nur von der Geometrie des Gitters ab und betragen 
fiir die kubische Phase p = 0,690, q = 2,394). Da die tetragonale 
Verzerrung des Gitters und die Ionenverschiebungen klein sind, 
kénnen diese Werte auch fiir die tetragonale Phase verwendet 
werden. Py, und Po, werden nun aufgespalten in einen Anteil Py, 
bzw. Po» welcher von der Verschiebung herriihrt, und in einen 
Anteil Pj; bzw. Po,, welcher der Elektronenpolarisation des Ions 
zuzuschreiben ist. Bezeichnen wir mit Q die Ladung eines Ions und 
mit z dessen Verschiebung, so gilt: 


P= = mit v = Volumen der Elementarzelle. (21) 
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Uber die Ladung einer Ionensorte muss nun eine Annahme ge- 
macht werden. Den geringsten Einfluss auf das Endergebnis hat die 
Festsetzung der Ladung des Ba-Ions. Wir nehmen an, dass dieses 
doppelt positiv geladen sei (vgl. Kritik). Sind die O-Ionen n-fach 
negativ geladen (0 < n < 2), so bleibt fiir die Ti-Ionen eine posi- 
tive Ladung (8n — 2). Der Wert n = 2 entspricht dem vollkom- 
menen Ionenkristall. Damit wird: 


(3 n—2) - e+ an, Nez 


f oO 
und Py, =—_° 


a (22) 


v 
Fir die Anteile der Elektronenpolarisation gilt: 


oa 


Py, =—,- Fi, analog fir alle ibrigen Ionen. (28) 


Der numerischen Rechnung legen wir die Elektronenpolarisier- 
barkeiten zugrunde, die SuaTER??) zitiert: a, = 1,86-10-* cm, 
&%& = 19,45-10-25 cm3, ap, = 23,9-10-75 cm*. Mit Hilfe der Bezie- 
hungen (23) eliminieren wir aus (20) die inneren Felder F. Fiir den 
spontan polarisierten und kurzgeschlossenen Kristall ist EH = 0. 
Das System der 4 linearen Gleichungen (20) enthalt dann nur noch 
die 4 Unbekannten Py;, Px, Poy Po, und den Parameter n, der 
in einfacher Weise in die Lésung eingeht. n wird nun bestimmt, 
indem die Summe samtlicher Polarisationsanteile gleich der beob- 
achteten spontanen Polarisation 16-10-* Clb/em? gesetzt wird®)’). 
Dies ist der Wert bei Zimmertemperatur, also sind in (22) auch 
die entsprechenden Ionenverschiebungen einzusetzen: 27,= 0,057 A, 
Zo;= 0,127 A. Die Rechnung ergibt n ~ 1,1. Die Ladung des Ti- 
Ions betragt damit 3n—2 21,3. BaTiO, wére nach dieser Be- 
trachtungsweise kein reiner Ionenkristall. Tabelle 6 gibt einen Uber- 
blick tiber das innere Feld und die Polarisationsanteile, die sich 
aus diesem n-Wert ergeben. 

Tabelle 6. 
Lorentz’sches inneres Feld und Polarisationsanteile im spontan polarisierten Kristall 
bei Zimmertemperatur, berechnet auf Grund des Punktdipolmodells. 





inneres Feld 
108 Volt/em 


Polarisations- 


anteil durch 
Verschiebung 


% 


Anteil der 
Elektronen- 
polarisation 


% 


Totaler 
Anteil an der 
Polarisation 


% 





+ 2,64 
+0,015 
+1,79 
+ 0,58 


11,0 


21,3 


5,3 
0,4 
37,7 
24,3 


16,3 

0,4 
59,0 
24,3 














32,3 





67,7 





100,0 
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b) Auswirkung der Uberlappung der Ionen. 


Der Beitrag eines polarisierten Ions zum Lorentz’schen inneren 
Felde am Orte des nichsten (beriihrenden) Nachbarions ist kleiner 
als das Feld eines entsprechenden Punktdipols, da sich die Ionen 
tiberlappen (Mort und Gurnsey™®)). Der Beitrag kann verschwinden 
oder sogar negativ werden, wenn die Ionen auf einer Geraden paral- 
lel zur Polarisationsrichtung liegen. Der Koeffizient im System (20), 
welcher die Wechselwirkung des Ti- und des O;-Gitters beschreibt, 
wird also besonders stark vom Werte (q + 4) = 2,727 abweichen, 
welcher aus dem Punktdipol-Modell folgt. Es ist also durchaus 
méglich, dass dieses ein ganz falsches Bild vom inneren Felde und 
von den Ionenladungen liefert. Es sei deshalb noch ein zweiter 
Extremfall diskutiert: 


Wir nehmen an, dass BaTiO, ein reiner Ionenkristall sei. Die 
Uberlappung der Ti- und der 0,-Ionen werde beriicksichtigt, indem 
der oben erwahnte Koeffizient (q + 4) durch einen neuen Lorentz- 
faktor ersetzt wird. Dieser lasst sich aus dem System (20) berech- 
nen, analog wie im Punktdipolmodell die Ladungen der Ionen be- 
stimmt wurden. Die Rechnung fiihrt zuletzt auf eine quadratische 
Gleichung mit den Wurzeln r, = + 0,44 und r, = — 16. Die Lésung 


r. ergabe aber unwahrscheinlich hohe negative Felder am Orte der 
Ti-Ionen (— 2-10 Volt/em). Sinnvoll erscheint hingegen die Lésung 


r, = + 0,44. Dieser Wert bedeutet, dass der Beitrag der beiden dem 
Ti-Ion unmittelbar benachbarten O,-Ionen zum inneren Felde am Orte 
des T1-Ions etwa 10mal kleiner ist als der Beitrag, den entsprechende 
Punktdipole lefern wiirden. Auf Grund der Lésung r, = + 0,44 er- 
geben sich die inneren Felder und die Polarisationsanteile der 
Tabelle 7. 
Tabelle 7. 
Inneres Feld und Polarisationsanteile im spontan polarisierten Kristal] bei Zimmer- 
temperatur, berechnet fiir den reinen Ionenkristall unter Beriicksichtigung der 
Uberlappung der Ti- und der O,-Ionen. 





inneres Feld 
108 Volt/cm 


Polarisations- 
anteil durch 
Verschiebung 


% 


Anteil der 
Elektronen- 
polarisation 


% 


Totaler 
Anteil an der 
Polarisation 


% 





+0,59 
— 0,076 
+0,91 
+0,14 


+ 35,9 


+ 39,7 


+ 1,2 
— 2,0 
+19,2 
+ 6,0 


+ 37,1 
— 2,0 
+ 58,9 
+ 6,0 














75,6 





24,4 





100,0 
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Obwohl Tabelle 6 und 7 auf sehr verschiedenen Voraussetzungen 
beruhen, stimmen sie qualitativ in folgenden Punkten tiberein: 

1. Das innere Feld am Orte der Ti-Ionen und der O;-Ionen ist 
bedeutend grésser als das innere Feld am Orte der tibrigen Ionen. 

2. Das innere Feld am Orte des Ba-Ions ist sehr klein, so dass 
Ba trotz der hohen Polarisierbarkeit nur wenig zur Polarisation 
beitragt. 

8. Das Ti- und das O,-Ion geben zusammen den gréssten Beitrag 
zur Polarisation. 

Punkt 1 rechtfertigt nachtraiglich unsere Annahmen iiber die 
Verschiebung der Ionen. Aus Punkt 2 folgt, dass das Ba-Ion am 
Mechanismus der Seignetteelektrizitaét wahrscheinlich nur wenig 
beteiligt ist. Eine Perowskitstruktur, wo das dem Ba-Ion entspre- 
chende Ion fehlt, ist verwirklicht im WO,-Gitter, welches nach 
Martrutas seignetteelektrisch sein soll*®). 


IV. Kritik. 


Die Lésung, die fiir die Ionenverschiebungen und fiir die ther- 
mischen Amplituden gefunden wurde, kann nur als Naherung be- 
trachtet werden: 

1. Der Berechnung-der Verschiebungen zy, und zp aus den An- 
derungen des Strukturfaktors liegt die Annahme des reinen Ionen- 
kristalls zugrunde, indem die Streufaktoren von Ti*+ und O?- ver- 
wendet wurden. Nun hat aber die Diskussion des inneren Feldes 
gezeigt, dass die Elektronenverteilung auch anders sein kénnte. 
Die Kurvenscharen der Fig. 15 werden aber nur sehr wenig beein- 
flusst, wenn z. B. an Stelle der Streufaktoren der Ionen diejenigen 
der Atome eingesetzt werden, so dass sich das Endergebnis nicht 
wesentlich andert. Wiirden sich hingegen die Streufaktoren wah- 
rend der Umwandlung stark andern (was sehr unwahrscheinlich 
ist), so kame man mit unserem Verfahren nicht zum Ziel. 

2. Es wurde angenommen, dass sich die O,-Ionen nicht verschie- 
ben, wenn sich der Kristall polarisiert. Die Tabellen 6 und 7 zeigen 
aber, dass das innere Feld am Orte dieser Ionen nicht ganz ver- 
schwindet. Die Verschiebbarkeit der O,,-Ionen in der [001]-Richtung 
ist allerdings bedeutend geringer als diejenige der O,-Ionen!”), so 
dass die Verschiebung gréssenordnungsmassig kleiner ist als die 
Verschiebung der Ti- und der O,-Ionen. Die kleine Anderung des 
Strukturfaktors, die dadurch verursacht wird, ist bei unserer Me- 
thode vorwiegend der Anderung der thermischen Amplituden zu- 
geschrieben worden. Der Fig. 18 ist infolgedessen eher nur quali- 
tative Bedeutung zuzumessen. 
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Die direkte Bestimmung der Elektronendichte durch eine Fou- 
rieranalyse gibe aus folgenden Griinden keine zuverlassigeren 
Resultate: 

a) Es miissen unverzwillingte Kristalle verwendet werden. In 
solchen ist aber immer mit anisotropen Extinktionsverhiltnissen 
zu rechnen, welche in die experimentelle Bestimmung der Struktur- 
faktoren eine betrachtliche Unsicherheit bringen. Bei unserem Ver- 
fahren tritt diese nicht auf, da nur die relativen Anderungen der 
Strukturfaktoren wahrend der Umwandlung gemessen werden 
miussen. 


b) Die Ionen, deren Elektronenverteilung uns besonders inter- 
essiert (Ti,O), streuen nur schwach im Vergleich zu den Ba-Ionen, 
so dass die Strukturfaktoren sehr genau bestimmt werden miissten. 


Problematisch ist die Diskussion des inneren Feldes: 


1. Uber die Ladungsverteilung in BaTiO, fehlen sichere Angaben. 
Die verschiedenen TiO,-Modifikationen, Rutil, Brookit und Anatas, 
werden von Pauiine*) als lonenkristalle klassifiziert. BaO hin- 
gegen ist wenig ionogen. BaTiO, ist also wahrscheinlich kein reiner 
Tonenkristall. 

2. Eine weitere Unsicherheit bringt die Verwendung der Elek- 
tronenpolarisierbarkeiten a, %g,, % mit sich. Es handelt sich 
hier um Erfahrungswerte, die aus den Brechungsindizes anderer 
Verbindungen gewonnen wurden. Sie sind infolgedessen abhiangig 
von den Annahmen iiber das Lorentz’sche innere Feld dieser Ver- 
bindungen. 


3. Man kann sich fragen, ob die Einfiihrung individueller Pola- 
risierbarkeiten sinnvoll ist. JAYNES und WicGNeER*") betrachteten 
die Elektronenzustiande der ganzen TiO,-Konfiguration zur Erkla- 
rung einer hohen Elektronenpolarisierbarkeit der TiO,-Oktaeder. 
Eine rein elektronentheoretische Betrachtung der Seignetteelek- 
trizitat von BaTiO, wird aber unzureichend sein, wie die Ionen- 
verschiebungen und die Anderungen der thermischen Amplituden 
zeigen. Die temperaturabhangige Polarisierbarkeit, welche zur Er- 
klarung der Selbstpolarisation notwendig ist, ist vermutlich in der 
Dynamik des ganzen Kristallgitters zu suchen. 


Herrn Prof. Dr. P. ScHerrER méchte ich fiir seine wertvolle 
Unterstiitzung und fiir sein férderndes Interesse an dieser Arbeit 
herzlich danken. Besonderen Dank schulde ich auch Herrn Dr. 
H. F. Buatrner, welcher nicht ruhte, bis es ihm gelang, unver- 
zwillingte BaTiO,-Kristalle zu ziichten, die sich fiir die vorliegenden 
Untersuchungen eigneten. 





Werner Kanzig. 
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